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Chapitre 14 : La fonction logarithme népérien

1 Définitions

Définition 1 : fonction In

La fonction exponentielle est une fonction de R sur ]0; +oo[ vérifiant : quel que soit le réel a
strictement positif, 'équation e* = a admet une seule solution.

Cette solution est notée In a.

On définit donc une fonction que I'on appelle fonction logarithme népérien et que I’on note
In vérifiant :

pour tout x € R**, e"® = x et pour tout x € R, In (e*) = x.

\.

Propriété 1 : variations de la fonction In

1. Lafonction In est définie et continue sur ]0; +oo]
1
2. Lafonction In est dérivable sur ]0; +oo[ et (Inx) = —
X

3. Si u(x) > 0 est dérivable sur un intervalle I alors In(u(x)) est dérivable sur I et

I = 22
u(x)

4. Lafonction In est strictement croissante sur ]0; +oo|

Remarques:

On a donc pour a et b strictement positifs : @ = b si et seulement silna=1Inb
En particulier,ona:lnx=0 < x=1letlnx=1 < x=e.

On a pour a et b strictement positifs: a< b < Ina<Inb

En particulier, on a pour x strictement positif:Inx <0 < x<1

Exemple 1
Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :
1. In4-2x)=0 8. In(2x*>-5x+1)=1
2. InBx-1)=0 9. In(x) =2
3. 2+x)In(x-3)=0 10. In(x) < -1
4. 2x-3)In(1-x)=0
5. In(x>—1) =In(3x—3) 11 In(x) <-3
6. ln(x +3) = lIl(2 - x) 12. (x-5) (ln(x) +1)<0
7. In(x*-2x+2)=1 13. B+x)(n(x)+2)>0
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Exemple 2
Apreés avoir déterminé I’ensemble de définition des fonctions suivantes, calculer leur dérivée.

2

2
1. filx)=xInx - 1. fno=(——
2 _ 2] 6 Jo) =1y fu (lnx)
- J) = x"Inx 7. f7()=ln2x+1 12. fi2(0 = (xInx)*
3. f3(x)=VInx 42;_{’1 13. fiz(x) =e*In¥
4. filx)=— 2x-3 i

X 9. fo(x)=In(6x*>-x-2) 14. fis(x)=e X

5. f5(x) = (Inx)? 10. fip(x) =In(x*+x-12) 15. fis(x) =In(nx)

2 Propriétés algébriques

Propriété 2 : propriétés algébriques de la fonction In

Pour tous réels a et b strictement positifs et n entier naturel, on a
1. In(a.b) =lna+Inb

2. ln(%) =—Inb

3. ln(%) =lna-Inb
4. Quel quesoitneN,onaln(a”) =nlna

5. Quelque soitneN,onaln(a™") =-nlna

Exemple 3

1. Exprimer en fonction de In2 et In3 les nombres suivants :

a. A:lln16 c. C=1n36-21In3
2
1 V2
b. B=-In—- d. D=2In—
n3 73

2. Exprimer en fonction de In2 et In5 les nombres suivants :

a. A=In(10e) . C=1n(§)
8
In(2v/5
a1 & p-n@vs)
In(25) In(e/e)

3. Simplifier les deux expressions suivantes :
a. A=2In(2+V5)+In(9-4v5)

1 3 5 7
b. B=In-+In—-+In—+In—
3 5 7 9

Chapitre 14 2 La fonction logarithme



TSI1 2019-2020

3 Limites et croissances comparées

- Propriété 3 : limites de la fonction In
(0.@)

1. lim lnx=-
x—0%

2. lim lnx=+o0
X—+00

- Propriété 4 : croissances comparées

1. Pour tout n e N*, on a lim+ x"Inx=0
x—0

Inx
2. PourtoutneN*,ona lim — =0
x—+oo xI

Propriété 5 : une limite en 0

In(1
x—0 X

Exemple 4

1. Déterminer les limites en +oco et en 0" des fonctions suivantes :

a. filx)=x*+Inx e folr)= 5x3Inx
b. fz(x)z—Sx—lnx 1+4Inx
c. f3(x)=(x*+1DInx Sl

d. fi(x)=(-x*-x-1)Inx f. fe(x)= o

2. Méme question avec les fonctions suivantes :

a. filx)=x+Inx e filx) = 7x°Inx
b. fg(x):—xz—lnx 3-5lnx
c. f3(x)=(@x*-1)Inx Ik

d. f4(JC)=(2x2_x+3)lnx f. f6(x): x2+1
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4 Tableau de variations et représentation graphique

X 0 +00
1
- +
X
+00
Inx /
—00

Exemple 5

1
1. Onpose g(x) = —.
pose g(x) Inx
a. Déterminer I'ensemble de définition 2 de la fonction g
b. Calculer g'(x).
c. Déterminer les limites de g en 0%, en +oco,en 1~ et 1*.

d. Dresser le tableau de variations de g et tracer sa courbe représentative.

2. Soit f la fonction définie sur R™* par f(x) =lnx—x+1.
a. Calculer les limites de f en 0 et +o0.
b. Déterminer le tableau de variation de f.
c. En déduire le signe de f(x).

d. Soit (%) la courbe représentative de la fonction In et (97) la tangente a la courbe (€¢) au
point d’abscisse 1.
Déterminer une équation de la droite (9).

e. Déterminer la position relative des courbes (€) et (I).

f. Tracer ces deux courbes.
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1
3. On consideére la fonction f définie sur ]0, +oo[ par f(x) =1- %
X

Soit (I') sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i,j )

Partie A : Ftude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par g(x) = xInx—x—1.

a. Etudier le sens de variations de g.
b. Déterminer les limites de g en 0 et en +oco.

c. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans ]0, +ool.
Donner une valeur approchée au dixieme pres par défaut de a.

d. En déduire le signe de g(x) en fonction de x.
Partie B : Etude de f
a. Déterminer les limites de f en 0 et en +oo.

b. Calculer f’(x) et montrer que f’ ale méme signe que g sur ]0, +ool.
1

c. Dresser le tableau de variations de f. On montrera que f(a) =1——.
a

d. Déterminer une équation de la tangente () a (I') au point d’abscisse 1.

. Tracer (97) et (I).

[
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