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Chapitre 13 : Suites (1)

1 Définitions

Définition 1 : premieres définitions
1. Une suite est une fonction particuliere pour laquelle la variable ne peut prendre que
des valeurs entieres positives (0,1,2,...).
La fonction est souvent notée u ; la variable est notée n (avec n € N).
Limage de n par la suite u est notée u(n) ou plus souvent u;,.

n est appelé rang ou indice ; u,, est le terme d’indice 7.

SR

La suite est notée u ou (uy,).

- Propriété 1 : mode de définition d’'une suite

Une suite peut étre définie par :

« son terme général ou "de maniere explicite" (u, est exprimé en fonction de n)

« une relation de récurrence (une relation entre un terme et le précédent) et le premier terme
e une propriété caractéristique

Exemple 1
1. Déterminer les quatre premiers termes de la suite définie par u, = 1 pour n > 0.
n
A . 2
2. Méme question avec u, =n——pourn > 1.
n
L . . . PP 2up+3
3. Déterminer les quatre premiers termes de la suite définie par uy =0 et u,4+; = ") pour
Un
n=>0.
A . Sun - 3
4. Méme question avec up =2 et Uy = 1 pour n > 0.
Un
N . 2
5. Méme question avec up =4 et Up4+1 = Uy — ﬁ pour n > 2.
n(n-
6. Mé ti 2 t + L >1
. Méme question avec u; = = et Uyt =Up,+-—————pourn>1.
q 1=3 n+l nt3 3n(n+l)p Z

Exemple 2
1. Soit (u;) la suite définie pour n > 0 par u, = n(n—1).
a. Exprimer u,41, Uy +1,u,-1 et Uz, en fonction de n.
b. Montrer que, pour tout n €N, Uy = Uy +20.

2. Soit (uy,) la suite définie pour n > 0 par u, = n> +n—2.
Exprimer uy.1, Un + 1, Up—1, Uzp, Usp—1 €t Un+1 — Uy en fonction de 7.

3. Soit (v,) la suite définie sur N par v, = 23n+1
Exprimer en fonction de n: vy41, Un—1, Unt2, V2n €t Vopy1.

4. Méme question avec wy, = 32!
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5. Soit (x;) la suite définie sur N par x, = fol_l —letxy=2.
Exprimer en fonction de xj, : x,+1 €t X;42.

6. Méme question avec y, =3y,-1+1letyy=1

Définition 2 : suite croissante, décroissante, constante

Une suite (u,) est constante sil’'on a: u,+; = u, pour tout n
Une suite (u,) est croissante sil’'ona: u,+; > u, pour tout n
Une suite (u,) est décroissante sil’'on a: u,4; < u, pour tout n

Remarque

Pour déterminer le sens de variation d'une suite, on peut :

— étudier le signe de u;,4+1 — uy.

— étudier le sens de variation de la fonction f lorsque (u,) est définie par son terme général
avec u, = f(n).

Exemple 3
Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

3
A u=letuys1=uy—n b) u1:3etun+1:un+n2 c)un:m (n>=2)
2 =n"
d) Un =" (n=1) e)u, =(n+1)x(-2)"(n=>0) Duy = (n=1)
2 2\" , ,
g) unzs—n(n>0) h) un=(§) (n>1) u, =5n“+6n-8((n=0)
5 n 2 n
Dup=2n*>-3n+1 (n>1) k)un:(z) (n>1) 1)un=5(§) (n>1)
) tn = — (n>0) ) __31)11
m un—zn n>= n) u, = 5

Définition 4 : représentation graphique d’une suite

La représentation graphique d’une suite (u,) est 'ensemble des points M,, de coordonnées
(n) un)-

Remarques

o Sila suite (u;) est définie par son terme général u, = f(n), pour tracer la représentation
graphique de la suite (1), il suffit de tracer la courbe représentative de la fonction f sur R*
et de ne sélectionner que les images des entiers.
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« Sila suite (u,,) est définie par une relation de récurrence u,+; = f(u,), on ne peut pas
simplement réaliser la représentation graphique de la suite mais on peut visualiser le
comportement de la suite en s’aidant de la courbe représentative de la fonction f sur R et

de la droite d’équation y = x.

y-x

Exemple 4

Uy

1. Représenter les 5 premiers termes de la suite (u,,) définie, pour n >0, par u, =4 - —.
n

2
A : n
2. Méme question avec u, = T n+1.

3. Méme question avec la suite définie par

Chapitre 13 3
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1
un+Zpourn>0
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Ug = 1
4. Méme question avec la suite définie par <
Upy1 = ——Up+5d pourn >0
Ug = =2
5. Méme question avec la suite définie par <
Upy1 = Up+3 pour n >0

Définition 4 : suite majorée, minorée, bornée

La suite (u,) est majorée s'il existe un réel M tel que, pour tout entier n: u, < M
La suite (u,) est minorée s'il existe un réel m tel que, pour tout entier n: u, > m
La suite (u;) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple 5
Déterminer pour chaque suite si elle est majorée, minorée ou bornée :

1. u,=3—-npourn=0.

. Up=-5n+102 pour n = 0.
sinn

. Up= pour n > 1.

2
3
4. up=28cos(n)+7pourn=0.
5
6

. Up=2n?>+5n+2pourn>0.
. Up=-3n?>+2n-1pourn>=0.
_n*+5n+15 -
7. un—Wpourn/O.
4n+
8. u,= pour n > 0.
n+1

) pour n > 0.

1 si n est pair
9. un = . . .
n® si n est impair

2 Raisonnement par récurrence

- Propriété 2 : principe de récurrence

Soit £2[n] une propriété dépendant d'un entier naturel n.

Cette propriété est vraie pour tout nombre entier naturel 7 si :

« la propriété est vraie au rang initial, c’est-a-dire pour n =0

(c’est la premiere étape : 'initialisation)

« la propriété est héréditaire, c’est-a-dire : pour tout n € N, la propriété 22[n] vraie implique
P[n+1] vraie

(c’est la deuxiéme étape : ’hérédité)
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Représentation imagée : les dominos
L 3
/IMNVNW/I1777777
D, D, D,

D, b, D,

Représentation imagée : les échelles

Représentation imagée : le robot

Marche k+1 __|
Marche k | e

Marche n, 5

Remarques

¢ On peut aussi démontrer par récurrence qu'une propriété est vraie pour tout n > 3 (par
exemple).

La premiere étape sera alors : on prouve que la propriété est vraie pour n = 3 (c’est-a-dire au
rang initial).

La deuxieme étape sera : pour tout n > 3, &[n] vraie implique £[n + 1] vraie .

» Dans la rédaction, on sera attentif a bien préciser les différentes étapes avec des
conclusions intermédiaires.

Exemple 6
Démontrer par récurrence :

Ug = 0
1. Soit la suite définie sur N par <
Upe1 = 2up+1 pour n =0

Montrer que pour tout n €N, u, =2" -1,

Ugp = 13
2. Soit (i) la suite définie par : < )
Upsl = gun+8 pour n >0

n
Montrer que, pour tout entier naturel 7 : u,; =12 + (5)
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Up = 0
3. Soit (uy) la suite définie par : <
Up+1 = V2up,+8 pourn >0
Montrer que la suite est majorée par 4.
1
U = =
4. Soit (uy) la suite définie par : 4 g )
Upel = Zu" + 1 pourn >0
Montrer que la suite est majorée par 1.
Up = 2
5. Soit (u,) 1a suite définie par : <
4u, +6 >0
u = — our n
n+1 Uy + 3 p =
Montrer que la suite est bornée par 2 et 3.
2 o9 2 9 nn+1)2n+1) .
6. Montrer que 1 +2°+..+(n—1)*+n- = B — pour tout entier naturel » non nul.

7. Montrer que

+—t.F—= pour tout entier naturel 7 non nul.
1x2 2x3 nn+1) n+l

3 Suites arithmétiques, suites géométriques

Définition 5 : suite arithmétique

Une suite (u,) est une suite arithmétique si I'on passe d'un terme au suivant en ajoutant
toujours le méme nombre r ; ce nombre est appelé raison de la suite.
Ona: uy4+ = uy +r pour tout n > 0.

Remarque
Il faut savoir exprimer u; en fonction de n (penser au nombre de termes et d’intervalles)

Exemple 7

1. La suite (u;) est une suite arithmétique de raison r.
Ondonne: us=7,r =2.
Calculer u;, uys et uygo-
2. Méme question avec uz =12, ug =0.
Calculer r, ug et u;g.
3. Soitla suite (u;,) définie par u, =7—-3n
Démontrer que (u,) est une suite arithmétique et déterminer la raison de la suite.

4. Méme question avec u, =4n+2.

5. On considere la suite (u,,) définie par uy = 1 et la relation de récurrence : u,.; = Un —4 (pour
n>0). "
On introduit la suite (v,) définie sur N par: v, = unl— >
Montrer que (v;) est une suite arithmétique, dont on déterminera la raison et le premier

terme.
En déduire I'expression de v, puis de u, en fonction de n.
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6. Mémes questions avec la suite (u,;) définie par uy = 1 et la relation de récurrence :

5u 1
1 (pour n > 0)et la suite (v,) définie sur N par: v, = —.
2up+5 Uy

Unp+1 =

- Propriété 3 : somme des premiers entiers

Soit 7 un entier naturel non nul.

12 +1
AlorsS=1+4+2+..+n= Zk:%.
k=1

Remarque

On retrouve rapidement cette formule en pensant a "retourner" cette somme (méthode de
« Gauss »). Cette méthode est d’ailleurs applicable a la somme de termes consécutifs d'une
suite arithmétique.

Exemple 8

1 5 19
1. Calculer S=—-+1+—+...+—+7.
3 3 3

2. Méme questionavec S=5+2—-1-4—...-34.

Définition 6 : suite géométrique

Une suite (u,) est une suite géométrique si I’'on passe d'un terme au suivant en multipliant
toujours par le méme nombre ¢ ; ce nombre est appelé raison de la suite.
Ona:up1=upxgq.

Remarques
Il faut savoir exprimer u,, en fonction de n (penser au nombre de termes et d’intervalles)

Exemple 9
1. La suite (u;) est une suite géométrique de raison q.
Ondonne: u; =3etqg=-2.
Calculer uy, ug et uyg.
2. Méme question avec u3 =2 et uy; = 18.
Calculer ug, u;5 et uyg.
3. Soit la suite (u,,) définie par u, =3 x 2" pour n € N.

Démontrer que (1) est une suite géométrique et déterminer la raison de la suite.
. 3"
4. Méme question avec u, = Sl pour n € N.

4du,+2

5. On considere la suite (u,) définie par uy = 0 et la relation de récurrence : u,.; = 5 (pour
Un
Uup—1
n > 0) et la suite (v,) définie sur N par: v, = L "
Un
Montrer que (v,) est une suite géométrique, dont on déterminera la raison et le premier

terme.
En déduire I'expression de v, puis de u, en fonction de n.

2
6. Mémes questions avec la suite (u,;) définie par up =1et uy.; = gun + 3 pour n € N et la suite
(vy,) définie par v, = u; — 9.
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Propriété 4 : somme des puissances successives d'un nombre

Soit n un entier naturel non nul et g un réel différent de 1.

n 1-— n+1

Alors S=1+q+q*+...+q"=)_ qk:L,
k=0 l-q

Remarque

On retrouve rapidement cette formule en pensant a faire la différence entre la somme et la
somme multipliée par la raison. Cette méthode est d’ailleurs applicable a la somme de
termes consécutifs d'une suite géométrique.

Exemple 10
1. Calculer S=1+2+4+8+...+2048.

2. Calculer S=2+6+18+...+118098.
3 3

25 7 1953125

- Propriété 5 : limite de g" \

Soit n un entier naturel non nul et g un réel.

3
3. Méme question avec S =3 — = +

+00 sig>1
. 1sig=1
n_
Alors lim "= § i _1<g<1

pas de limite sig < -1

Exemple 11

1. Soient (u,) la suite définie par up =1 et pourtout n€ N, Uy = %un + 1 et la suite (v,,) définie
par v, =u, 2.
a. Montrer que la suite (v,,) est géométrique.
b. En déduire 'expression de v,, puis de u, en fonction de n.
c. Déterminer la limite de u,, quand n tend vers I'infini.

2. Méme question avec les suites (1) et (v,) définies par :
Ug=2
2 etv,=u,-9.
Upil = 3 u,+3 " "
3. En 2017, laville de Bellecité compte 10 milliers d’habitants. Les études démographiques sur
les derniéres années ont montré que chaque année :
* 10% des habitants de la ville meurent ou déménagent dans une autre ville;
« 1200 personnes naissent ou emménagent dans cette ville.
On appelle u;, le nombre de milliers d’habitants de la ville Bellecité I'année (2017 + n).

a. Calculer u; et u» (on donnera le résultat a 1 habitant pres).

b. Montrer que la situation peut étre modélisée par uy = 10 et pour tout entier naturel n
par la relation :
Up+1=0,9u, +1,2.

c. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par :

Vp=u,—12
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i. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison.
ii. Calculer vy. Déterminer I’expression de v, en fonction de n.

iii. Démontrer que pour tout entier naturel n :
up=-2x(0,9"+12.

d. Déterminer le nombre d’habitants en 2030. On donnera une valeur approchée arrondie
a 1 habitant pres.

(ondonne: 0,9'3 =~ 0,254, 0,94 ~ 0,229 et 0,9'° =~ 0,206 2 1073 pres)

e. Déterminer le sens de variation de la suite.
Qu’en déduit-on pour le nombre d’habitants de la ville ?

f. Apartir de quelle année, le nombre d’habitants aura-t-il dépassé 11 800 ?
In10
(on donne : ~-21,82 107! pres)
In0,9

Chapitre 13 9 Suites (1)



