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Chapitre 18 : GEométrie dans I'espace

1 Le produit vectoriel

Définition 1 : repére direct de 'espace

Soit un observateur se tenant debout, dans I'axe (O, k), les pieds en O et regardant le point
L.

Un repere est dit "direct"” si, I'observateur a le point J a sa gauche. Il est dit "indirect" dans le
cas contraire.

Repére

direct

Repére
> I indirect

Définition 2 : produit vectoriel

Soient U et v deux vecteurs de I'espace orienté.
On appelle produit vectoriel de % par v le vecteur noté u A v défini par :
—
— lorsque 7 et U sont colinéaires, U A U = 0
— lorsque 7 et ¥ ne sont pas colinéaires,
— — . — —
u A v estorthogonala u et v
(U, v, U A D) est une base directe
—_ — — — . — —
lunvi=lulxIlvlxlsin(u, v)]

Remarques

. — — e . —_ - — — 2
¢ Si u et v sont orthogonaux et unitaires, alors (¢, v, u A v) est une base orthonormée
directe.
« Réciproquement, si (u, v, w) est une base orthonormée directe, alors & A v = w
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Exemple 1
Le repeére (A, AB, AD, AE) ci-contre construit a partir d'un cube est orthonormal direct.

Dét_e{miﬂa)r les vecteurs : . L
a) ABAAE b) ABA AC c) BDA AC d) AC A AG

Propriété 1 : colinéarité et alignement

Le produit vectoriel % A U est nul si et seulement si 7 et v sont colinéaires.
Les points A, B et C sont alignés si et seulement si ABA AC= 0.

Propriété 2 : aire d’'un parallélogramme

L'aire du parallélogramme formé sur les cotés [AB] et [AC] est égale a || ABAAC Il.

- Propriété 3 : propriétés du produit vectoriel

. —_ — — P
Quels que soient les vecteurs u, v et w etleréel k :

TAU=-UAT

ki)ANTV =k(UATD)

—_ —_ —_ —_ —_ —_ —_
UN(v+w=uNv+unw
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Propriété 4 : produit vectoriel et base orthonormée directe

Soit (7, ?, 7c)) une base orthonormale directe.
Ona:

TAT=FAT=knE=0

inj=ket jAi=-k

JAak=T et knj=-1i
kni=jetink=-j

Exemple 2

—

On considere 'espace muni d'une base (i, j, k) orthonormale directe.
Dans chacun des cas suivants, calculer 7 A 7V

—

1. U=27+3] e T=-2i+k

2. H=-3i-2k et T=3i+]
3. U=4i-j+2k et T=-2i+2j-Fk
4. T=-i+2]-3k e T=-2i-3]+4k

Propriété 5 : produit vectoriel et coordonnées

— — —
Soit (i, j, k) une base orthonormale directe.
Si U et v sont deux vecteurs de coordonnées (x, , z) et (x/,y,z'), alors i A U a pour coor-
données (yz' — zy',zx' — xz', xy' — yx').

Remarque
Pour calculer les coordonnées du produit vectoriel 7 A 7, il est commode de présenter
ainsi :

Exemple 3

On considere 'espace muni d'un repere (O, 7, 7, 75) direct et les points
A(-3;1;1),B(1;3;-2),C(-4;-1;3),D(3;2;2),E(-2;5;0)etF(0; 4;1).
Déterminer les coordonnées des vecteurs :

a)fTé/\ﬁ b)B_C:/\E c)LTE/\fTé d)F_é/\ﬁ)
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2 Produit scalaire dans ’espace et applications

Remarque

On définit le produit scalaire de deux vecteurs % et v de I'espace exactement de la méme
maniére que dans le plan.

Seule I'expression avec les coordonnées dans I'espace change :

Siu(x,y,2z) et v(x,y,z)alors U e U =xx' +yy +zZ.

Exemple 4

. -_ > —_ P . 2
1. Soientles vecteurs u, v et w de coordonnées respectives dans une base orthonormée

directe :
_>(418) _>(481) _,(7 44)
Ul-=; =5 <], 7|z =5 2|, W= -=5 =)
9 99 9 9 9 9 99
Montrer que (1, U, W) est une base orthonormale.
Est-elle directe ?

2. Méme question avec les vecteurs u, v et w de coordonnées respectives dans une base
orthonormée directe :

(1 1 1) T),(1 1 1) 7{/(1 0 1)
Ul=-; —=, =|,» = 7> y U, —— |
2 vz 2) "\ T e ) T T

Définition 3 : vecteur normal a un plan

Un vecteur normal a un plan (£) est un vecteur directeur d'une droite orthogonale a ce plan.

Définition 4 : plan orthogonal a un vecteur

Un plan est dit orthogonal a un vecteur si ce vecteur est un vecteur normal du plan.
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Remarque

— Un vecteur normal est un vecteur non nul

— Tout vecteur non nul colinéaire a un vecteur normal d'un plan (£?) est aussi un vecteur
normal de ce plan.

— Un vecteur normal au plan (ABC) est un vecteur orthogonal aux vecteurs AB et AC
Ainsi le vecteur AB A AC est vecteur normal du plan (ABC).

Exemple 5
Déterminer un vecteur normal au plan (ABC) dans chacun des cas suivants :

1. A(1,1,3),B@3,-1,4) et C(-2,3,1)
2. A4,0,-1),B(2,1,-4)etC(1,-2,1)

Propriété 6 : plan orthogonal et produit scalaire

Soit 77 un vecteur non nul et A un point de I’espace.
Le plan (2) passant par A et orthogonal a 72 est I'ensemble des points M tels que AMe 7 = 0.

- Propriété 7 : équations de plan \

Un plan de vecteur normal 7 (a, b, ¢) a une équation de la forme ax + by +cz+d = 0.
Réciproquement, si a, b et ¢ ne sont pas tous les trois nuls, 'ensemble des points M(x, y, z)
tels que ax + by + cz+ d = 0 est un plan de vecteur normal 7 (a, b, ).

Exemple 6

1. Déterminer une équation du plan orthogonal a (AB) passant par C ou on donne
A2;3;1),B(-3;1;0etC4; -1;2).

2. Méme question avec A(-2; 1; —=2),B(-3;1;4)etC(4, 0; —1).

3. Dans un repére orthonormé (0,7,7,75), ondonne A(0; 1; -1),B(2;1; -2)etC(1;0; -2).
Déterminer une équation du plan (ABC).

4. Méme question avec A(2; 3;2),B(5;3; -1)etC(1;2; —2).

Chapitre 18 5 Géométrie dans I'espace



TSI1 2019-2020

Définition 5 : distance d’un point a un plan

La distance d'un point A a un plan (2?) est AH ou H est le projeté orthogonal de A sur (£?).

p Propriété 8 : distance d'un point a un plan

La distance d'un point A(x4, y4,2z4) au plan (£?) d’équation ax+ by +cz+d =0est:

_laxatbyat+cza+d]

AH
va?+ b?+ c?

Remarque
Au lieu d’utiliser cette formule, on peut aussi chercher les coordonnées du point H, projeté
orthogonal de A sur le plan, puis calculer la distance AH.

Exemple 7
Soit A, B, C et D quatre points de 'espace, dont les coordonnées dans un repere orthonormal sont
respectivement A(1; 0; 1), B(-1;2;0),C(0;0;3)etD(1;1; 1).

1. Déterminer une équation du plan (ABC).

2. Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).
3. En déduire la distance du point D au plan (ABC).
4

. Retrouver cette distance a l’aide de la formule donnant la distance d'un point a un plan.

- Propriété 9 : équations de sphéres

La sphere (%) de centre Q(xy, yo, Zo) et de rayon R admet une équation de la forme :

(x—x0)*+ (¥ — y0)* + (z— 20)* = R*
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Propriété 10 : caractérisation de la sphere

La sphere (%) de diametre [AB] est 'ensemble des M tels que ]\74 . ]\E?> =0.

Exemple 8
1. Soient A(2; =1;0) et B(-2; 4; 3).
a. Déterminer une équation de la spheére (.#7) de centre A et de rayon 3.
b. Déterminer une équation de la sphere (:%2) de centre A et passant par B.
c. Déterminer une équation de la sphere (%4 de diametre [AB].

2. Mémes questions avec A(0; 1; 2) et B(—-1;0; 1).
3 Droites et systemes de représentation paramétrique

Propriété 11 : équations paramétriques de droite

La droite (2) passant par A(xy, yo,zo) et de vecteur directeur U (a,b,c) est 'ensemble des
points M(x, y, z) vérifiant

X = Xp+ta
Yy = Yo+tb avec t e R.
z = zg+tc
X = Xp+ta
Lesysttme< y = JYo+1tb avecteR estappelé représentation paramétrique de la droite
zZ = ZzygtlIc

(t est le parametre).

Remarque
On retrouve tres facilement ce systeme en écrivant que M appartient a la droite de vecteur

— . . Ty — e .
directeur u et passant par Assietseulement si AM et u sont colinéaires.

Exemple 9
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB) o A(2; 7; —3) et B(4; —1; 3).

2. Méme question avec A(3; —2; 5) et B(7; —1; —8).

x = 4+3t
3. Soit (2) la droite de représentation paramétrique { y = -2+t avecteR.
z = 1-5¢

a. Lespoints A(—2; —4; 13) et B(7; —1; —4) appartiennent-ils a (2) ?
b. La droite (2) est-elle parallele a la droite (AC) ou C(—8,—-6,23) 2
c. Ladroite (2) est-elle orthogonale a la droite (BD) ou D(9,2,-2) ?

d. Déterminer I'intersection de la droite (2) avec le plan (2?) d’équation 2x -3y + z = 4.
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- Propriété 12 : systeme d’équations de droite

Une droite est I'intersection de deux plans donc lorsque (a, b, ¢) et (@', b', ¢') ne sont pas pro-
portionnels '’ensemble des points M(x, y, z) tels que

ax+by+cz+d =0
ax+by+cz+d = 0

est une droite.

Remarque
Le systeme d’équations n’est pas unique. Une droite peut étre définie de plusieurs facons
comme l'intersection de deux plans.

Exemple 10

Soient (£7)) et (9%,) les plans d’équations respectives x+ y+z—-2=0etx—-2y—z+1=0.
1. Justifier que l'intersection de (27;) et (9%,) est une droite. On la note (2).
2. Donner un systeme de représentation paramétrique de la droite (2).

3. En déduire un vecteur directeur de (2). Proposer une autre méthode pour trouver un vecteur
directeur de (2).

4 Exercice de synthese
L'espace est muni d'un repere orthonormé (O, 7, ?, 7c>)
On considere les trois points A, B et C de coordonnées respectives :

A(-1;2;1),B(1;-6;-1etC(2;2;2).

1. a. Vérifier que les points A, B et C définissent bien un plan.
1
b. Montrer que le vecteur 7z 1 | estun vecteur normal au plan (ABC).
-3
c. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).
2. Soit (#?) le plan d’équation: x—y+z—-4=0.
a. Montrer que les plans (ABC) et (£?) sont sécants.
b. Soit (2) la droite intersection des plans (2?) et (ABC). Déterminer une
représentation paramétrique de la droite (2).
3. On considere la sphere (%) de centre Q2(3; 1; 3) et de rayon 3 et on nomme [ le point
de coordonnées (2; —1; 1).
a. Montrer que le point [ appartient a la droite (2).
b. Montrer que le point I appartient a la sphere (%).
c. Montrer que la droite (2) coupe la sphere (#) en un deuxiéme point.
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