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TD Chapitre 2 : Déterminants - CORRECTION

Exercice 1
1 2 3 1 2 3
1. Ay7=12 3 0|=0 -1 6 |([p—Ly—2Ljetls<— L3—3L).
3 01 0 -6 -8
-1 6
Al_lx—6 _8'——28
2 7 1 -1 2 0
Ap=|-1 2 0|{=—-|2 7 1| (enéchangeantles deux premieres lignes)
3 51 3 51
-1 2 0
NAp=|0 11 1|(Lp—Ly+2L;etLy<— L3+3L;)
0 11 1
Donc A; = 0 puisque les deux dernieres lignes sont identiques.
1 0 -1 1 0 -1
A3: 2 0 1|=10 0 3 (L2<—>L2—2L1 etL3<—>L3—L1)
1 1 3 01 4
0 3
Ag =1x 1 4‘ =-3
01 2 3 1 2 3 0
1 2 30 01 2 3 , ‘s .
2. A= 530 172 3 0 1 (en échangeant les deux premieres lignes).
3 01 2 3 01 2
1 2 3 0
0 1 2 3
Ar==|y | ¢ 1|Us—Ls—2LietLs—Li~3Ly)
0O -6 -8 2
1 2 3 1 2 3
Ai=-1x|-1 -6 1|=—-|0 -4 4|Uyg—Ly+LietLs— L3+6L;)
-6 -8 2 0 4 20
-4 4
Al——' . 20'—96
1 21 2 1 2 1 2
1 313 0 1 0 1
Ay = 210 6 = 0 -3 -2 2 (Lp—>Ly—Ly;Lg—L3—2LjetLy— Ly— L)
1 117 0 -1 0 5
1 0 1 1 0 O
Ap=1-3 =2 2|=|-3 =2 5|{(C3<-C3-C})
-1 0 5 -1 0 6
-2 5
Ay = 0 6 -12
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01 2 3 012 3
1 3 6 10 1 3 6 10
Bs=11 4 10 20/ |0 1 4 10/~ CemCeetli=CimCa).
1 5 15 35/ [0 2 9 25
1 2 3 1 2 3
A3:—1 4 10|=-|0 2 7 (LZHLZ—LletL:),‘—’Lg—ZLl)
2 9 25 0 5 19
2 7
= ‘5 19| = 73
Exercice 2
0 a b
a ¢ a 0 , N .y
1. Ay=la 0 c|=-a +b (en développant par rapport a la premiere
b 0 b c
b ¢ 0
ligne)
A1 =2abc

a b c a+b+c b c
NAr=|c a bl=|la+b+c a b|(C;— Ci+Cr+C3)
b ¢ a a+b+c ¢ a

1 b c 1 b c
Nr=(a+b+c)|l a bl=(a+b+c)|0 a-b b-c (Lp—=Lp—LietLy—L3—L)
1 ¢ a 0 c—-b a-c

Ay=(a+b+c)((a—b)(a—c)+(b-c)?)

a+b b+c c+a
As=|a?>+b*> P*+c® P+a*|=

a+b® P+ S+ad
a—c b-—a c+a
dZ—Cz bz—az d2+02 (Ci—Ci—=Cret(Cy—Cy—Cyg)
- »P-a ad+c
1 1 c+a
As=(a-c)(b—a) a+c a+b a? + c?
a’+ac+c® a*+ab+b* ad+c8

1 0 a+c
As=(a-c)(b—-a)| a+c b-c a’+c?|(Co = C,—C))
a¢+ac+c® b-c?+ab-¢0) S+ad°

1 0 c+a
As=(a-c)(b—a)(b-—c) a+c 1 a? + c?
a¢+ac+c® a+b+c a*+c3

1 0 0
As=(a—-c)(b—a)(b-—c) a+c 1 -2ac (C3—=C3—(a+c)Cy)
a’+ac+c® a+b+c —2acla-c)

1 =-2ac
a+b+c —-2acla-c)

Az=(a—c)(b-a)(b-c)

1 1

A =-2acla-c)(b-a)b-o) a+b+c a-c

’ =2abcla-c)(b—-a)(b—c)
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a a a a 1 1 1 1 1 0 0 0
2A_abbb_ a b b bl |a b-a b-a b-a
T b e el Ya b oc ¢l %a b-a c-a c-a
a b c d a b c¢c d a b—a c—a d-a
b—a b-a c—a 1 b-a c—-a 1 b—-a c—-a
A=alb—-a c—a c—al=ab-a)|]l c—a c—a|=ab-a)|0 c—b 0
b—a c—-a d-a 1 c—a d-a 0 0 d-c
A=ab-a)(c—b)(d-c)
a c ¢ b a+b+2c ¢ ¢ b
c a b ¢ a+b+2c a b c¢
Az = c b a c| |latb+2c b a c (€= Cr+Cp+Cs+Cy)
b ¢ ¢ a a+b+2c ¢ ¢ a
1 ¢ ¢ b 1 c c b
1 a b c 0 a—c b-c c-b
As=(a+b+2c) 1 b a c =(a+b+2c) 0 beda da—c c—b
1 ¢ ¢ a 0 0 0 a-b
1 ¢ ¢ a—-c b-c¢

0 a-c b-c|=(@+b+2c)(a->b)

0 b-c a-c
Ar=(a+b+2c)(a-b)[(a-c)*>-(b-c)?]=(a+b+2c)(a-b)(a-b)a+b-2c)=
(a+b+2c)(a+b-2c)(a-b)?

1 1 1
cosa cosb cosc
sina sinb sinc

Ny =(a+b+2c)(a—Db) b—c a-c

1 0 0
cosa cosb—cosa cosc—cosa
sina sinb-sina sinc-sina

Az =

A3 = (cosb—cosa) (sinc—sina) — (sinb—sin a) (cos c — cos a).

A3 =coshsinc—cosbsina—cosasinc+ cosasina—sinbcosc+cosasinb +
sinacosc—sinacosa

A3 =coshsinc—sinbcosc+cosasinb—sinacosb+sinacosc—cosasinc

A3 =sin(c— b) +sin(b — a) + sin(a — ¢)

=i s[5 i e[ 5

2
As =Zsin(C;a) (COS(MCT_ZIQ)—COS(C;Q))

As) = 2sin (C;—“) (=2sin (¢ — b) sin (a— b)).

As = —4sin (c;—“) sin (c— b)sin (a— b)

Exercice 3

a -b -c —-d a b ¢ d
b a d -c||-b a -d c
c —-d a b -c d a -b
d ¢ -b al|\-d —-c b a

Le déterminant de ' A. A est donc égal a (a® + b* + ¢* + d2)4.

TA.A= =(a®+Db*+c*+d*) 1,
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Or, le déterminant de A et celui de ' A sont égaux, donc det(A) = (a? + b2 + ¢ + d?)°

Exercice 4 (*)

1. Ay(x) =

AM+x a+x a+x

b+x Ar+x a+x
Ai+x =

a+x

b+x b+x A,+x

AM+x a-M . a—\A
b+x A—-b a-b a—b
Ai—b a—b

.. a-»b
b+x 0 0 A,—b

En développant par rapport a la premiere colonne, A, (x) est donc la somme de n
produit de facteurs du premier degré en x (ceux de la premiére colonne) par des
constantes : A, (x) est une fonction affine.

Ap(—a) =

)Ll—a 0 0
b—-a A—a 0 0
b—a Ai—a 0

0
b—a b-—a A,—a

n
De méme, on montre que A, (—b) = [ | (1; — b).
i=1

=[] Ai-a.
i=1

Or, A, (x) est une fonction affine donc il existe M et P réels tels que A, (x) = Mx+P.

[TAai-a -] Ai-Db)

On adon

En outre,

(b—a)A,

On donc

Ap(0)=P

TD Chapitre 2

Ap(—a) — Ap(—Db) =1

i=1

M = =
¢ A—a+b A (b b-—a
Ap(—a)= n(_a):an(_ ) x (—a) + P donc:
(—a) =—alA,(—a)+aA,(-b)+P(b—-a)

bA,(—a) — al,(=b)

pP=
b—a
n

n
b[[Ai—a)—a]]Ai-b)

i=1 i=1
b—a

etA,(x)=Mx+ P.
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Exercice 5
-D"+1

Voir la correction de 'exercice 6... les opérations sont identiques et on trouve D, = >

Exercice 6 (*)

at+b b .. b a 0 .. 0 b b .. b
D, = a _|a +a,
b b b
a a a+b a a a+b a a a+b
b 0 . 0 0
a b b-a 0 0
a 0 b b—a 0

Donc D, =aD;,_1 +

Dn = aDn_l + bn.
On a une relation de récurrence... pas trés simple il faut le reconnaitre. Calculons quelques
valeursde Dy, :

a+b b
D, = =a’+ab+ b’
a a+b
a+b b b
Ds=| a a+b a |=ad*+ad*b+ab’+b?
a a a+b
bd - ad b* - a*
On remarque que D, = et D3 = . On émet donc la conjecture suivante :
bn+1 _ an+1
Vn=2,D,=
b-a

Initialisation (n = 2)
La propriété est vraie d’apres ce qui précede.
Hérédité
n+l _ an+1 bn+2 _ an+2

——— et on veut montrer que Dy =

b-a b-a
D’apres la relation de récurrence établie précédemment, on a D, = aD,, + b""! donc
bn+1 _ an+1 bn+2 _ abn+1 bn+2 _ an+2

Soit n = 2 : on suppose que D, =

D 1=4a =
—a . b-a b-a
Ainsi, la propriété est héréditaire.

Conclusion
bn+1 _ an+1
D’apres le principe de récurrence, ona, Vn=2,D, =
b—a
Exercice 7 Déterminant de Vandermonde(*)
2 3 n
1 xp xg x% X
1 x1 xp x; .. xf
1. Un (XO) X1y xn) =
2 3 n
I xp x5, X, ... X,
Pour i € {2,3,...n}, on effectue les opérations L; — L; — L :
2 3 n
1 Xo 2xo , 3x0 , X
0 x1—x0 x5—x5 x3—-x5 .. xP—x
_ 1% 417 %0 1 0
Un (X0, X1, .00y Xp) = )
2 2 3 3 n n
0 xp—Xo Xp—X5 Xp,—X, Xy — X,
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X1—Xp X2-x5 x3-Xx3 xi'—x
Un (XOrxlyu-rxn) = : : :
Xn—Xg Xo-Xx5 X3-Xg .. XP—xp

On a donc, en factorisant chaque ligne L; par (x; — xo) :

Un (xOr X1y xn) =

1 x1+X0 X2+x0x1+X5 o X x4+ x) !
n 1 X+ X x§+x0x2+x3 xg_1+x0xg_2+...+x(’}_1
[T i —x0) .
i=1 : : : e :
2 2 n—1 n-2 n-1
I Xp+Xo X,+XoXpn+X5 ... X +XoX, “+..+ X,
CZHCZ—X()Clll)n:
1 x1 X2+4XoX1+%5 o X l4xox 4L+ a0
n 1 X Xo+XoXp+X5 .. XD l4xox) i+ .L+x)7!
[T i —xo) .
i=1 I : . :
2 2 n-1 n-2 n—1
I Xxp Xp+Xoxp+xg ... X  +XoX, “+..+X,
1 x1 xF o X axex L+ x
n 1 x x% xg_1+x0x§l_2+...+x(’)l_1
2
Cs— C3—x0Cy—x5C1: v =[] (xi — x0) |.
i=1 . . cee .
2 n-1 n-2 n—1
L xp x5, o Xy +XoX; “+..+X,

n—-1 n
Par opérations successives C; — C; — Z x(’fCi_k U= H (xX;i — X0) Vn—1 (X1, 00y X1)
k=1 i=1

2. Montrons par récurrence la propriété : Vn =2, v, (xg, X1, ..., Xn) = H (xl- - xj).
O<i<j<n

Initialisation (n = 2)

X o .
Vo (Xg,X1) = 1 0l = X1 — Xo donc la propriété est vraie au rang 2.

Hérédité

Soit n = 2 : on suppose que vy, (xg, X1, ..., Xp) = H (xi — xj) et on veut montrer que
O<i<j=n
Un+1 (X0, X15 ooy Xy X4 1) = II (xi—-xj)
O<i<j=sn+l
D’apres la propriété montrée a la question précédente, on a:
n+1
Un1 (X0, X1, ee0 Xy Xpa1) = [ | (i = Xo) v (X0, X1, .0 X) =
i=1

n+1

[[@i-x)x I (i-x)= I (xi-x))

i=0 1<i<j=<n O<i<j=n+l

Ainsi, la propriété est héréditaire.

Conclusion

D’apres le principe de récurrence, Vn = 2, v, (X, X1, ..., X5) = H (x,- - xj).

O<i<j=n

Exercice 8(*)
Soit a e C.

Pour n € N, on considere le déterminant d’ordre n+ 1 :
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2a a+1 0 0
a-1 2a a+1
dn=1| 0 0
: a+1
0 0 a-1 2a
1. d0:2aetd1:‘a2_a1 “2;1 —3a2+1.
2a 0 0 0 0 a+1 O 0
a-1 2a a+1 a-1 2a a+1
2. Soitn=2:d,=| o o |+ o 0
: a+1 : a+1
0 0 a-1 2a 0 0 a-1 2a
0 1 0 0
a-1 2a a+1
d,=2ad,-,—(a+1)| o 0
: a+1
0 0 a-1 2a
a-1 a+1 0 0
0 2a a+1 0
d,=2ad,-1—(a+1)| 0 a-1 2a 01=2ad,_1+(1-a?)dp-
6 a.—l Z.a

d0=261,d1 :3612+1

{

VneN,dys2—2adp +(a?—1)d, =0

On cherche donc 'expression d’une suite d,, telle que

Léquation caractéristique associée est X> —2aX + a®> — 1 = 0, équation qui admet
deux solutions réelles X; =a—1let X, =a+1.
Ainsi, il existe deux réels a et £ tels que, pour tout entier 7, on ait
dp=a(a-1)"+pla+1)".

_ _ . . +p = 2a
Pour n=0et n =1, on obtient le systeme { ala-1)+pla+1) = 3a®+1
a-1)>? a+1)>?
Ontrouvea:—( 2) et,B:( )
a+1 n+2 _ a—1 n+2
Enfin, on a donc d, = ( ) 5 ( )
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