TSI3 2021-2022

Chapitre 1 : Exemples corrigés

Exemple 1 : divergence de la série harmonique

211
1 1
1. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Montrer que Z > —.
o2t +k 2
) 2" n
2. Soit n = 2. Montrer que Sprn = ) | zZ 1+ >
k=1

3. En déduire la divergence de la série harmonique.

Corrigé de I'exemple 1

1

>
2"+ 'k 2n+1

1
1. Soit keNtelque2<k<2" ona2"+k<2"+2"=2""donc
Par suite, Z - > Z — = Z 1= —7 % 2" soit le résultat attendu :
im2'tk 2 2" 2

1
>

5 1
ZontkT 2

2. Premiere méthode : par récurrence sur n
Initialisation (n =2) :

2
Aurang 2, la propriété s’écrit S, =1+ > soit S = 2.
1 1 1 25
Or, S4=1+-+-+-=—2=
o 2.3 4 12
Ainsi, la propriété est initialisée au rang n = 2.
Hérédité :
Soit n un entier supérieur ou égal a2 :

n+1

n
On suppose que Spn =1+ > et on veut montrer que Syn+1 =1+ —
2n+1 on 1
OrSyns1 =Spn+ Y. —=Spn+ ). .
k=711 K im2tk

En utilisant a la fois I'hypothese de récurrence et la propriété démontée au 1., on a

donc:

n 1 . n+1
82n+121+§+5501t82n+121+

Conclusion :

et la propriété est donc héréditaire.

La propriété est vraie au rang n = 2 et et héréditaire donc d’apres le principe de

récurrence : n
Vn=2,8n== 1+§

Deuxieme méthode : méthode directe

On partitionne I'ensemble des entiers de 2 a 2" en n ensembles dont les bornes

supérieures sont les puissances de 2 :
— {2}

— {3;4}

— {5;6;7;8}

— 27 +1;27 +2;..;2/Y

— rley2nti2;2m
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1 n=lf 2ty 1
OnadOI’lCSgn:1+5+Z( > E)_1+ +Z(Z k+21)

j:1 k:2]+1 1
2J 1

D’apres la question 1., chaque terme Z wn de cette somme est minoré par 5
doncona:

1
Son=1+—+ Z — soit le résultat attendu.

2 52

]
Ona lim 1 + — = 400 donc par comparaison, hm Son = +00.
n—oo

On a donc trouvé une suite extraite de (Sj,) dlvergente ce qui prouve la divergence
de la série harmonique.

Exemples 2 : télescopage

1 1
1. Soit a, = ———. Montrer que a;, = — — et en déduire la nature de la série de
nn+1) n
terme général a,.
1
2. Soit a, = ————. Montrer que la série de terme général a,, diverge.
vVn+vn+1
. 1
Mum+y
. n
3. Soit a, = .
1 1
COS — COS
n n +11
Montrer que a, = tan — —tan 1 et en déduire la nature de la série de terme
n n
général a,,.
Corrigé de I'exemple 2
1. Soitn>0:

Premiere méthode : en utilisant le résultat de I'énoncé
1 1 _n+ 1-

n n+l nn+ 1)
Deuxieme méthode : par identification

an.

1 b
On cherche deux réels a et b tels que ——— = 25
nin+l) n n+l

a b aln+1)+bn (a+bn+a

Ona—+ = = donc a et b sont solution du systeme :
n n+l nn+1) nn+1)
a+b =
{ 4 _ donc a=1et b=-1etonadoncle résultat attendu.
Troisieme méthode : méthode algébrique
1 a b
On cherche deux réels a et b telsque —— = — + (%)
nn+l) n n+l1
] 1 ) 2 oy 2 ]- bn
En multipliant les deux membres de I'égalité (*) par n, on trouve 1= a+ 1
n n
Puis, en prenant n = 0 dans 1'égalité précédente, on trouve a = 1.
o e T 1 an+1)
En multipliant les deux membres de 1'égalité (*) par n+ 1, on trouve — = ——+b
n n

Puis, en prenant n = —1 dans I'égalité précédente, on trouve b = —1.

Soit n>0:on pose S, = Zak: Z (———).
=1 - \k k+1
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i 1 i 1 i 1 =l
Onadonc S - — — = - = —.
ik ikt ok ok
1
Par télescopage, onadonc S, =1 - "k
n
La suite des sommes partielles (S;) converge donc vers 1 donc la série Z a
>1
+00 "
converge vers Z ap=1.
n=1
1 vn+1
2. Soitn>0:0onaa,= _yn- =vn+1-yn.

\/ﬁ+\/nT n—(n+1)

n
On pose S, = Z ay, onadonc:
k=0

Snzzn:(\/n+ —\/ﬁ):i\/n+ —i\/ﬁ
k=0 k=0

k=0
sn-'ilf S Vi
=1 k=0

Par télescopage, onadonc S;, = vn+1.
La suite des sommes partielles (S;) diverge donc vers +oco donc la série Z an

n=0
diverge vers +oo.
1
n (n+1)
3. Soitn>0:0naa,= n
C0S — COS
n n+1l
() _on(a)e () )
sin|— — sin|— | cos —cos|—|sin
n n+l n n+1 n n+1
On adonc a, = T = 1 1
CO0S — COS COS — COS
n n+1 n n+1

1
On adonc a,, =tan — —tan .
n n+1

n n 1
Soit n>0:onpose S,, = ap = tan — —tan .

d n 1 n 1 n 1 n+1 1
Onadonc S, = tan— — tan = tan — — tan —.
" ,; k k; k+1 ,CZ k 3 k

Par télescopage, on a donc S,, =tan1 —tan

n+1l
Ona lim =0 et comme la fonction tangente est continue en 0,
n—+oo y +
lim tan =tan0=0
n—+oo 1
La suite des sommes partielles (S,) converge donc vers tan 1 donc la série Z a,
=1

+00 "

converge vers Z a, =tanl.
n=1

Exemples 3

Dire si les séries suivantes convergent. Donner leur somme partielle d’ordre 7. Si elles
convergent, donner leur somme et leur reste.
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1
n=2 3"
(=2)"

3. ngo 5n+3
4. Y (-D"

n=0

5. ) (-3)"

n=4

Corrigé de 'exemple 3

1
1. Cette série est une série géométrique de raison > donc elle converge.

n
1
Soit neN:onpose S, = Z_

o2k
1 n+1
(3
2

1 n

OnaSn:—zz—(—) .
1

L1 2

n—oo
Cette série converge donc vers 2.

1 n

1 n
lim (—) =0donc lim §,, =2.
2 n—oo

. . . . 1
2. Cette série est une série géométrique de raison 3 donc elle converge.

Z 1 _1Z I 1 1

n=o 3" 9 n=2 329 n=0 3n’

Soit n € N: on pose S lzn: L
i : =— —.

1 n+1
11_(5) 1 3 1)"*!
OnaS,=-—>—=—x=[1-|= .
9 9" 2 3

1
1-Z=
3
1 1(1\"
Donc §;;=-—-| -
6 2\3
. 1\" . 1
lim |=| =0donc lim §,,=-.
n—oo\ 3 n—oo 6

Cette série converge donc vers 5
Rl g _1(1)”‘2
n— 6 n-2 — 213 .
=2)" 1

3. Onréécrit la série : Z 5n43 = Z(“)

n>0

. . : . 2
Cette série est une série geometrique de raison —g donc elle converge.

1 & 2)\F
SoitneN:onpose S, = — (——) .

125 o\ 5

Chapitre 1 4

Séries numériques



TSI3 2021-2022

Ona$,=— =

= — X —
125 2 125 7
1+-=

5
1 1 2 n+1
ponesy= L 1]
175 175\ 5

e AN

n+l1 1
lim (——) =0donc lim S, = —.
5 n—oo 175
1

Cette série converge donc vers 175"

R L o1 ( 2)”
"Tars Tt ars\ o5/
4. lirP la,| =1 donc la série diverge grossiérement.
n—+oo

5. lim |a,|= +oo donc la série diverge grossiérement.
n—+oo

Exemples 4 : séries a termes positifs
Dans chaque cas, utiliser 'une des propriétés précédentes pour déterminer la convergence
ou la divergence des séries de terme général a,.

_Inn
1. an—?
5 1
. p=—
" Vnlnn
3 1
Ay = ———
"7 V/ncos?n
1 1
4. a,=sin——-In[1+—
n n
1
5. a,=—avecaeR
n% +arctann
n!
6. dn:ﬁ

Corrigé de I'exemple 4
1. La série est définie pour N = et a termes positifs pour n = 2.

. n . 3 Inn
lim — =0 par croissances comparées donc, pour n assez grand, ona — < 1 et
n—+oo \/n \/ﬁ

1 . . .
donc a, = — qui est le terme général d'une série de Riemann convergente.
Ainsi, cette série est convergente d’apres le critere de comparaison.
2. Pour n = 2, la série est définie et a termes positifs.

. nn . 3 Inn
lim ——= =0 par croissances comparées donc, pour 7 assez grand, ona — < 1 et
n—+oo \/n vn

| . .
donc y/nlnn < n et a, = — qui est le terme général d’'une série de Riemann
n

divergente.
Ainsi, cette série est divergente d’apres le critere de comparaison.

n
3. \/ﬁcoszn:0<=>cosn:0<=>E|k€thn:2kn<=>3k€thn:ﬂcequiest

absurde.
Ainsi, la série est définie et a termes positifs pour n > 1.

Pour tout entier n > 1, on a cos? n < 1 donc a, = — qui est le terme général d'une
n

série de Riemann divergente.
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Ainsi, cette série est divergente d’apres le critere de comparaison.

. La série est définie pour n > 1.
On écrit un développement limité en 0 de son terme général :
2
) u
sinu=u+o(u?)etln(l+u) =u-—+o(u?).
0 0 2
1 1
— et donc a,, ~ —-
n +oo 1
La série est donc a termes positifs a partir d'un certain rang, et son terme général est
équivalent a celui d'une série de Riemann convergente donc cette série converge.

1
Onadonca, = —+0
+00 1

. On différencie les cas en fonction du parametre a :

. . . . 2 Lo
— Premiercas:sia <0alors lim n*=0et lim a, = —:lasérie diverge
n—+ n—+oo T

grossierement.

— Deuxiéme cas : si @ =0 alors lirP ap = :la série diverge grossierement.
n—+oo

14+m/2
— Troisieme cas : si @ > 0 alors la série est a termes positifs et comme

lim n% = +oo elle est définie pour n assez grand.
n—+oo

) 1
En outre, arctan n est négligeable devant n® et donc a, fodimrt Le terme général
oo n

est donc équivalent a celui d'une série de Riemann qui converge si et seulement
sia>1.
Finalement, la série converge si et seulement si a > 1.

. La série est définie et a termes positifs pour n > 1.

Compte tenu de la forme du terme général (quotient), on cherche a appliquer le
s . ans1 _ (n+D! n" no\n 1\"
critere de Riemann : = X — = ( ) =1-—] .
a, (n+1n1  p! n+1 n

1
In(1-u) =—-u+ o(u) donc nln(l—— = —1+o0(1).
0 n ) +oo

1
Ainsi, lirP nln (1 - —) = —1 et par composition par la fonction exponentielle
n—-+o0o n

an+1 - - N .s
=e ! <1:lasérie converge d’apres le critere de

continueen —1,ona lim
n—+oo

Riemann.

Exemple 5 : divergence de la série harmonique (v2)

1
1. Montrer que In(n+1)—-Inn ~ —.
n

2. En déduire que la série harmonique diverge.

Corrigé de 'exemple 5

n+1 1 1
1. ln(n+1)—lnn:1n( ):ln(1+—) ~ —
n n)+oon

2. Montrons que la série de terme général In(n + 1) —In n diverge.
n

Soit n € N* : on pose S;, = Z (In(k+1)-Ink).

k=1
n n n+l1 n
Onas, = Z In(k+1)— Zlnk: Z Ink- Zlnk
k=1 k=1 k=2 k=1

Donc S, =In(n+1), on en déduit que la série de terme général In(n+ 1) —In n diverge.
La série harmonique (a termes positifs...) diverge donc d’apres le critére
d’équivalence.
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Exemple 6 : série harmonique alternée
n

On considere ) a, la série de terme général . On note §;, sa somme partielle d’ordre 7.

1. Rappeler pourquoi }_ a, n’est pas absolument convergente (trois méthodes au
choix).

2. Dans la suite, on se propose de montrer que cette série converge et de donner la
valeur exacte de la somme de cette série.

) . n (_1)k n r 1 -1 1 1_(_t)n
a. Soit n e N*. Montrer que S, = Z = Z(—l) f t dt:—f ——dt
k=1 0 0

1 t—”l
(_an T
0

1 ) +00 (_l)n 1 1
b. Montrer que < , puis que Z =—| ——dret
n+l = N o 1+1¢

conclure.

Corrigé de I'exemple 6

1. Lasérie harmonique est divergente (voir les exemples plus haut) donc ) a,, n’est pas
absolument convergente.
2. a. Soitk=1 :f t*1dr = [—] =—.
0 k 0 k
no(-1) k

n 1
Onadonc S, = )_ = Z(—l)kf *1de
k=1 k k=1 0

1({ n
(Z (—1)ktk‘1)dt

k=1

Par linéarité de l'intégrale, on a donc S, = f
0

$ k k-1 L k-1 k-1 § k-1 il k 1-(=p"
Y D ==Y D T ==Y o ==Y (e ——
k=1 k=1 k=1 k=0 1-(-1

DoncSn:—f _—
o 1-(=1)
11—7’1
-1" dt| =
o[
tn
De plus, pour t € [0,1],on a
pius, p 10,1] 1+¢

n

1 ti’l 1
b. SoitneN*: f dt Sf dt d’apres I'inégalité de
o 1+¢ 0

1 tn 1 tn
(=D" dt| < dr
o 1+1¢ o 1+1¢
n

1 t
Pourte€[0,1],onal+t=1donc — <letcommeO=<t"<1, — < t".
1+1¢ 1+1¢

1+¢
la moyenne.

>0donc

1 n 1 1
Onadoncf dtsf t"dt =
o 1+1¢ 0 n+1
1ogn 1
Finalement, on a bien |(—1)" f di| = )
o 1+¢ n+1
1 1 1 1—(-t¢ n 1 1
sotmenv [, (- [ 2= |- [ 2 s [ Ly
o 1+1¢ o 1-(-01) o 1+1¢
S,—|—-] —dt]|=|(-1 ”f dr| < d’apres ce qui précede.
"(fol+t)‘ ‘()01+t 1P quip
U |
D’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit que lim S,=-| ——dt¢
n—+00 o 1+¢
U |

Or, | —dt=[-In(1+7]}=-In2.

fo 151 [ ( o

. L. . ) (-n"
Finalement,la série harmonique alternée Z converge vers

n=1

+00 _1 n

Z( ) =—In2
n=0 n
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