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TD Chapitre 1 : Séries numériques - CORRECTION

Exercice 1
1. Pourn>1,onaa;>0.
. 1 .
On saitque Inn = o(y/n) donc pour n assez grand, Inn < /n et donc a, < —7; quiest
n

+oo
le terme général d'une série de Riemann convergente.

Ainsi, ) a, converge.

1
2. Pourn>1,0onaa,>0etlnn=1donc a, = — quiest le terme général d'une série de
n
Riemann divergente donc Y a, diverge.

1 . .
3. Pourn=1,onaa,>0eta, ~ nx—=1:) a,diverge grossierement.
+00 n

4. lim |a,| = +oo donc ) a, diverge grossierement.
n—oo
5. Pourn>1,onaa,>0eta, ~ —=1:) a, diverge grossiérement.
+00 n

. | S
6. Pour n>1,0onaa, >0etcommesin’n<1,onaa, = — quiest le terme général d'une
n

série de Riemann divergente donc )_ a,, diverge.
n 1 . .y L. .
7. Pourn=0,0onaa,>0eta, ~ — =— quiest le terme général d'une série de Riemann
+00 n n
divergente donc }_ a,, diverge.

1 . .
8. Pourn=0,onaa,>0eta, ~ o0 qui est le terme général d'une série géométrique
+00

convergente donc }_ a, converge.
413

9. Pourn=0,onaa,>0eta, ~ —5 =
+oo ;5/2

Riemann convergente donc }_ a, converge.

1 . . , L.
— 75 qui est le terme général d'une série de
n

10. Pour n=0,o0na a; >0.
n

n

n=o@et2n* = o(5" donca, ~ — = (—) qui est le terme général d'une série
+00 +00 +oo 57 5

géométrique convergente donc donc }_ a, converge.

11. Pourn>1,onaa, >0.

On sait que Inn =0 (v/n) donc pour n assez grand, Inn < /n et donc a, < — 5 quiest
oo n
le terme général d'une série de Riemann convergente.
Ainsi, ) a, converge.
12. Pourn>1,onaa;>0.
ans1 2" m+ 1! n” ( n )n 1
= X = X =
an (n+1n+l  2npl \p+41 2
n \n 1
( ) =exp|(nln|l-——
n+1 n+1
1 1 1 . 1
nin|1- =nx|-— +o0|—||etdonc lim nin{1- =-1.
n+lj)o n+1l n n—oo0 n+1l
La fonction exponentielle étant continue en -1, lim exp (nln (1 ———||=e!
n—00 n+1
a e
Ainsi, lim ntl _ 2 <1doncla série Y. a, converge d’apres le critere de d’Alembert.
n—oo
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13. Pour nassezgrand,onan*+3n’+n>0etn*+2n>-n+1>0.
Ainsi, pour n assez grand,
n*+3n’+n
n*+2n2-n+1
pour tout entier r.
Ainsi, pour n assez grand, a, > 0.
n*+3n*+n n?+2n-1
De plus, — 5 =1+— 5 .
n*+2n“-n+1l n*+2n--n+1
n?+2n-1 1 1. o
1 5 +0|— | etdonc a, ~ — qui est le terme général d’'une
n*+2n-n+1l n © n
série de Riemann convergente.

Ainsi, ) a, converge.

>1e=n*+3n+n>n*+2n>-n+1<5n>-2n+1>0 ce qui est vrai

Onadonca, =
o0

14. Pourtoutn=0,ona a,; > 0.

ap+1 _ o N N
—~~ = e 3 <1 donc la série est convergente d’apres le critére de d’Alembert.
an

Exercice 2
1. CCP

a. Pourn>1l,onaa,>0.

1/4

Onsaitquelnn = o (n1/4) donc pour n assez grand, Inn < n*'* et donc a, <
+00

5/4
n
qui est le terme général d'une série de Riemann convergente.

Ainsi, ) a, converge.

b. Pour toutn =0,ona a, > 0.
De plus, a;, ~ on qui est le terme général d'une série géométrique convergente donc
o0

) a, converge.

. . .
c. Pour tout n>0,0n ala,| < — qui est le terme général d'une série de Riemann
n

convergente.
Donc Y a, est absolument convergente, donc convergente.

d. Pour n>0,onasinn <1 < ndonc a, est défini et a,, > 0.
. . 1 . .
On sait que sinn =0 (nz) donc a, ~ — qui est le terme général d'une série de
00 con

Riemann convergente.
Ainsi, ) a, converge.

1
e. Yn=n""exp (—lnn).
n

. Inn . . .
Or, Inn = o(n) donc nhm —— =0 et comme la fonction exponentielle est continue en
(o] -0 n

0, lim a, =1 etlasérie ) a, est grossierement divergente.
n—oo

1
f. Pour tout n>0,onaa,>0eta, ~—— qui est le terme général d'une série de
o0

vn
Riemann divergente, donc }_ a,, diverge.
a n+1)H3  3n)! n+1)>3
g. Pourtout n>0,0onaa,>0et ne1 _ ) ><( N ( )
an Bn+3)! (n)3 @Bn+1)(Bn+2)(3n+3)
3
a n
Donc L ~ = — < 1 doncla série }_ a, converge d’apres le critere de
a, ~?27n3 27
d’Alembert.
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h. On sait que cos n n'admet pas de limite en co donc }_ a, diverge grossierement.

2. Centrale
nn-1) ,.
a. Pourn>0,onaan>0etan=7a .
a nn+1 2 n+1 a
ntl _ ( ) X a? = a? et lim ntl _ az.
an 2 nn-1) n-—1 n—oo  qy

— lercas: |al <1 alors la série converge d’apres le critere de d’Alembert.

— 2ecas: |al > 1 alors la série diverge d’apres le critere de d’Alembert.

— 3ecas:a=1oua=-1alors lim a, = +oo donc la série diverge grossiérement.
n—oo

)
e %));6(1%*0 %))

. 1 . L2
Finalement, a, = 5, tol | an> 0 au voisinage de oco et son terme général est
o 2n n

1\" 1
b. Pourn>0,ona|l+—]| =exp|nin{l1+—]]|.
n n

1 1 1 1 1
nn({l+—|=nl——-—+o0|—=||=1-—+0
njo \n 2n? n2)Jo  2n

1)\" 1
Onadonc|l1+—| =eexp|-—+0
nj o 2n

P . € . 1sz . ‘s . A
équivalent a 3 multiplié par celui de la série harmonique qui diverge vers +oo: Y ay

diverge vers +oo.
n
c. Soit n =0, on écrit la somme partielle S, = Z ar.
k=0
n+1

n
Su=Y Yn-Y Yn=-"Vnt1l
k=0

k=1
1
"Vn+1=mn+1)Y Dexp (?ln(n + 1))-
n

. In(n+1) . .
Or, In(n+1) = o(n+1) donc lim ———— =0 et comme la fonction exponentielle est
00 n—oo n+1

continueen 0, lim "Vn+1=1
n—o0

Finalement, lim S, = -1 doncla série }_ a, converge vers -1.
n—oo

An+1 _ _ox
n 2nx
— lercas:si x <0alors 2* < 1 et la série converge d’apres le critere de d’Alembert.

— 2ecas:si x> 0alors2* > 1 et la série diverge d’apreés le critére de d’Alembert.
— 3ecas:six=0alors a, =1 pour tout n = 0 et la série diverge grossierement.

d. Pourn=0, a, >0et

e. Pour n>0,onaa, >0.
1
On sait que Inn = o(y/n) donc, pour n assez grand, on a Inn<neta,=— quiestle
o0 n

terme général de la série harmonique divergente.
La série )_ a, diverge vers +oo.

f. — lercas:sia<—-1oua>1alors lim |a,| = +oo et la série diverge grossierement.
n—oo

1
— 2ecas: pour a = 1, la série est a terme positifs et a,, ~ — qui est le terme général
o n

de la série harmonique divergente donc la série ) a,, diverge.
(—1)"

— 3ecas:poura=-1,onaa,= qui est le terme général d'une série alternée

convergente (voir exemple du cours) donc la série }_ a, converge.
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an1| lal™ n+1 n+1
— 4decas:pourlal<l,ona = X — = |a| et
an n+2 |al n+2
. an+1
lim |—2£ =lal<1.
n—oo| ay,

Donc la série }_ a, converge d’apres le critere de d’Alembert.
Finalement, la série )_ a, converge si et seulementsi|a| <1oua=-1.

n+1 a” 1\" a"
g. Pourn>0,onaa,>0eta,= x —=[14+—] x—.
n n n n

On montre facilement (comme on I’a déja fait dans ce TD, a la question 2.b. de cet

. 1\" e
exercice) que (1 +—| ~eet donc a, ~ — x a”
n oo n

— lercas:si0<a<1 alors a, <ex a" quiestle terme général d'un série
géométrique convergente donc la série converge d’apres le théoréme de
comparaison.

— 2ecas:sia>1alors comme n =o (a™), la série diverge grossiérement.

. e . . o .
— 3ecas:sia=1alors a, ~ — qui est,au coefficient multiplicateur e pres, le terme
oo n
général de la série harmonique divergente donc }_ a, diverge.

Exercice 3
1. Soit a, b, c les réels cherchés.
— en multipliant les deux membres par X, on a:
1 bX cX
————=a+—+
X+D(X+2) X+1 X+2

1
Soit, en prenant X =0,a = —.
— en multipliant les deux membres par X +1,ona:
1 a(X+1) c(X+1)
= +b+
X(X+2) X X+2
Soit, en prenant X = -1, b= —
— en multipliant les deux membres par X +2,on a:
1 a(X+2) bX+2)
= + +c
X(X+1) X X+1

1
Soit, en prenant X = -2, ¢ = 3

1 _l2_ 1 1
XX+D(X+2) X X+1 X+2

n no(1/2 1 1/2 n 1/2 1/2 1/2 1/2
2. o LSRN P o [ e
2 uk=2 | k+1+k+2) 2 ( ) (

On adonc

=1 =1 oV k k+1 k+2 k+1

1 1&1 1 1& 1 11 1 (1 1

Yup==Y —m— -y —— =" [1- Ty (N

=1 245k k+1 2427 k+2 k+1 2 n+l) 2\ 2 n+2
1 1 1

Onad .
n Onc;”’c 1 2m+D)  2n+2)

1 1
La limite des sommes partielles est égale a a donc la série Z u, converge vers 7
n>0
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Exercice 4
a

p . 1 a
1. On cherche a et b réels tels que pour tout n = 2, on ait oD =—+
nn- n
En procédant comme a I’exercice 3, on trouve a=—-1et b= 1.

Soit n = 2 : on écrit la somme partielle S,,.

n no(—1 1 n 1 nzljg
D IR EP .

k=2 k=2 k=2

n-1

1
Donc S;,=1——cet lim S, =1.
n n—oo

o0
La série ) a, converge vers Y  d, = 1.
n=2 n=2
2. Pour tout entier n,ona a, =(1-e) x — donc a, est une série géométrique de premier
e
. 1
terme (1 —e) et de raison —.

e
Soit n = 0: on écrit la somme partielle S,,.

1 n+1
3
_\&

n
Spn=) ar=(1-e) I
k=0  ——
e
Onadonc lim S, =(1-e) x =—e.
n—00 1__1
e

[e.@]
La série Z a, converge vers Z a, = —e.
n=0 n=0

2 a a
3. On cherche a et b réels tels que pour tout n = 1, on ait ———— = — + .
nn+l) n n+l
En procédant comme a I'exercice 3, on trouve a =2 et b = -2.

Soit n = 1: on écrit la somme partielle S,.

Sn:éﬂk:i(%—i —Si(%)k

=1 k+1 f

1 1 n+1 1 1 n+1
nl 3 (5) 2 3 (5)
X =2 —5x
1
3

no2 2
Sp=) ==Y =-5 =2- 5
k:lk k:Zk 1_1 n+l 1—
3
1
. 3 3 5 1
Donc lim S, =2-5x =2-5Xx=—Xx—=2——=——
n—oo 1 2 2
1__
3
s 1
La série ) a, converge vers Y  d, =—-.
n=1 n=1 2
4. On cherche a, b et c réels tels que pour tout entier n = 3, on ait
4n-3 a b c
nn?-4) n n-2 n+2
— en multipliant les deux membres par n,on a:
4n-3 bn cn

— —a+ +
(n—2)(n+2) n—-2 n+2

3
Soit, en prenant n =0,a = 4_1
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— en multipliant les deux membres par n—2,on a:

4n-3 an—2) c(n-2)
= +b+
nn+2) n n+2

Soit, en prenant n =2, b= —

— en multipliant les deux membres par n+2,on a:

4n-3 an+2) bn+2)
= + +c
nn-2) n n-2

11
Soit, en prenant n=-2,c= ——

8
4n-3 3/4 5/8 -11/8

= —+
n(n2-4) n n-2 n+2

Soit n > 3: on écrit la somme partielle S, :
" 3/4 5/8 —11/8
”_Za’“ Z_ k=2 k+2

11 n+2 1

n-1 n n+l1 n+2
3(7 1 1) 5 25 11( 1 1 1 1 )
=—|—+ + +—-x———
4\12 n-1 n 8 12 8

. 167
Donc lim S, = —
n—o0

96
- 167
La série Z ap converge vers Z ap=—"—.
n=3 n=3 96

+—+ +
n-1 n n+l1 n+2

Exercice 5

L 1
1. Sn= Z e = Z ((k ne - (k)“
1

n 1
= +,§2((k+1)“_ﬁ)
n n—1 n 1 1 1 1
”_Zka Zk_ Z Zk__ T T arne 2e

n(x

.1 . . 1
2. lim — = lim =0donc lim S;,=1-—.
n—oo pa n—oo (n+1)4 n—oo 2a
o0

. 1
La série converge donc vers ) a,=1-—
2 20
n=

°° 1 n 1 1 1 1 1 1
k=2

DoncR,,:ni(l—( n )_“_):L(l_(Hl

+ | = =
n® (mn+1)e 2« n* (n+1)@

5

n+1
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Exercice 6

1. Lafonction qui a x — V1 + x2 étant paire, le coefficient d’ordre 3 de son développement
limité en 0 estnul et :

11_11“2_111 1
+ﬁ_ +ﬁ = +§Xﬁ+0_

nfnr{re 55 ol ) =infom o 55

ap=sin|na|l+—-x —<+o0o|— =sin{nt+ —+o0|—

oo 2 n? n3 2n n?

Soita eR:

— si n est pair alors sin (n7 + @) = sin (@) ;

— si n estimpair alors sin (n7 + a) = sin (7 + a) = —sin (a).

On adonc, YrneN,sin (nr + a) = (—1)"sin (a). Finalement, on a bien
b4 1

ap=-D"—+o0|=|.

p= 1" ko)

n

3. Lasérie de terme général est convergente (c’est la série alternée a connaitre par

7
coeur puisqu’elle constitue I’exemple parfait d'une série convergente et non
e . 2z 2z n
absolument convergente...) donc la série de terme général (—1)" >, converge, et par
n

suite la série de terme général a,, converge.

Exercice 7

1. Rappel: inégalité de Taylor-Lagrange :
Soit f une fonction d'un intervalle I, a € I.
On suppose que f est (n + 1) fois dérivable sur I et qu’il existe un réel M tel que
Vxe I | (x)| = M. Alors::

~ n f(k)(d) ok MIx—aI”“
Vxel,|f(x) kgo—k! (x—a) =T

SoitxeRetneN:

on se place sur l'intervalle I = [0, x] si x > 0 et sur l'intervalle I = [x,0] si x <O0.
La fonction exponentielle est de classe C* sur I et Vp € N*, (exp)(p ) (y)=¢’.
Six>0alors Vye I,onae’ <e* eton prend alors M =e”.
Six<OalorsVyelI,onae’ <1 eton prend alors M = 1.

La fonction exponentielle satisfaisant a toutes les conditions de 'inégalité de
Taylor-Lagrange, on a:

nxk

fo-) —

i=o k!

M|x|n+l
S—
(n+1)!

) ) _ M|x|™! & xk
x étant fixé, ona lim ———— =0etdonc lim ) — =e".
oo (n+ 1)! nco = Kl
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s 2 z xk X *
La série de terme général o converge donc vers e*, soit :

) e
n=0 n!
n xk
2. Soit n € N : on définit la fonction S, par pose S, (x) = R
k=0 %
S, estde classe C* sur Rd aprés les théorémes usuels
xk
VxeR,onaS,(x) = Zk—eth’ (x) = Zk Zk
k=1 =1 k=0
Cette fonction est a nouveau derlval?cle sur [R% etona: .
- noo,x xk
(xSﬁl)/(x) =S)(x) +xSh(x) =) kz— et xS, (x) + x2S (x) = Y kK*=— = Z k2
k=1 k=1 :
Cette fonction étant a nouveau derlvable surR,ona:
k-1

(xS,(0) + %282 (x)) = S,(x) +3xSh(x) + x25£§’) (x) = Z k3

xS () +3x281(x) + x3SP (x) = Z k3 Z k3

D’apres la question précédente, nh_r}go S n= ek gt donc

lim §),(x) = lim S}j(x) = lim P (x) = e*.

La série de terme général %Tx” converge donc vers (x* +3x* + x) e*

n
En outre, la série de terme général — converge vers e* donc la série de terme général
n!

I’l3 +1 n 3 2 X
—x" converge vers (x° +3x”+x+1)e
n!
s (o P+

En prenant x = 1, on en déduit que la série de terme général converge vers

s+l

Z — = 6e.

n=0 T
Exercice 8

On s’intéresse a la suite (u,) définie par

(1)

On pose uy = vg = 0 et pour tout entier naturel non nul, v, = u, — u,-1.

1. Soit

no] nzly 1 n-1) 1 1

neN*:v,=u,—uy_1= Z— —Inn- Z— +In(n—1) = —+In ):—+ln(1——).
o k o k n n n n

0 d 1 1 1 N ( 1 ) 1 N ( 1 )

nadoncv,=——-——-—+o0|—=|=———+o0|—|.
"on n 2n? n?)oo 2n? n®
Ainsi, vy, o “onz
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1
2. Auvoisinage de oo, le terme général v, est de signe constant et équivalent a Y quia
n

1 . .
la constante multiplicative — 3 pres est le terme général d'une série de Riemann

convergente : la série de terme général v, est donc convergente.

n n n n—
Soit ne N* : Z Vi = Z (U — Up—1) = Z Ui — Z Ul = Uy — Uy = Uy.
k=1 k=1 k=1 k=0

Donc la suite (u,) converge vers Z Vp.
n=1

Exercice 9

2
n
signe pres le terme général d'une série de Riemann convergente : la série converge.

1 1
1. u,=——+o0 : uy est de signe constant au voisinage de oo et un ~—— qul est au
[ee) n2 I’l

n
1
soitn>1:onpose S, = Zln(l——

2
k=2
n
Sn—Zln( ) ((Ic 1)(k+1))
k=2
DoncSn:In(

Zl

1><3><2><3><5><4><6>< x(n-2)xnx(n- 1)><(n+1)
22x32x42x ... x(n—=2)2x(n-12xn?

1><3><2><3><5><4><6><...><(n—2)xnx(n—l)x(n+1)
22x32x42x...x (n—-2)2x(n—-1)2x n? )

En observant ce produit aussi attentivement qu'un biologiste observerait des bactéries

Pour n =2, on pose P, =

. . coa n+1 .
sous un microscope, on conjecture la propriété suivante: Vn =2, P, = ErE conjecture
n

qu’on se hate de démontrer par récurrence :

Initialisation: (n = 2)

1x3 2+1 o ,
2 = —5— = —— donc la propriété est vraie au rang 2.
2 2x%x2
Hérédité :
) n+1 n+2
Soit n = 2, on suppose que P, = et on veut montrer que P41 = m
n
nn+2)
Or, P11 =P, x ﬁ donc, d’apres I'hypothése de récurrence :
n

n+1 n(n+2) n+2

donc la propriété est héréditaire.

"1 o0 it D2 2+ 1)
Conclusion : .
n+
D’apres le principe de récurrence, Vn =2, P, = "
n

n+1
Pour tout n=2,onadonc S, = ln( )

2n

n
Onan+1 ~ ndonc lim
n—oo 2n

1 . .
= — et comme la fonction In est continue en 2 ona:

1 1 &
lim S, =In (5) et la série de terme général u, =In (1 — —2) converge vers Z U, =-In2.
n—oo n n=2

o0 n
2. S0itn=2:Ry=) up— ) up=-In2-In(Py)=-In(2xPy)

k=2 k=2
n+1 1 1
OnadoncRn:—ln(—) = —ln(1+—) ~—_—
n njo n
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