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TD Chapitre 3 : Séries entieres

Exercice 1
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres de terme général a,x" :
1
a.a,=1 b.a,=n C.a,=—
n
2
n—1\"
d.an:—2 e.a,=n! f.a,=
n n
Exercice 2 (version CCP)
1
On pose a;, = —— pour tout n = 2.

nn-1)
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z anz".

+00
2. Pour x €] - R;R[, on pose f(x) = )_ a,x".
n=2

Exprimer f al’aide de fonctions usuelles.

3. Lafonction f est-elle prolongeable par continuité a droite en —R? A gauche en R?

Exercice 2 (version Centrale)

1
On pose a,, = ——— pour tout n = 2.

nn+1)
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z anz".
+00
2. Pour x €] - R;R[, on pose f(x) = )_ a,x".
n=2
Exprimer f al’aide de fonctions usuelles.

3. Lafonction f est-elle prolongeable par continuité a droite en —R? A gauche en R?

Exercice 3
+0o0
. . s 3N 2 n
Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiére Z n“+2n-1)x".
n=0
Exercice 4
+00 5,2 _
. . L. . n“+2n-1 ,
Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiéere Z — X
n=0 n.
Exercice 5
s . . vnlnn
On considere la série entiére Z — 2"
n?+1

Déterminer son rayon de convergence et montrer qu'il y a convergence en tout point du cercle
d’incertitude.
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Exercice 6
Linéariser f(x) = sin? xcos x et en déduire un développement en série entiére de f.
On précisera le rayon de convergence.

Exercice 7

1+x
Déterminer un développement en série entiere en 0 de la fonction f telle que f(x) =In (1—)

On précisera le rayon de convergence et s’il y a convergence sur les bords ou non.

Exercice 8

Déterminer un développement en série entiere en 0 de la fonction f telle que
f(x)=In(1-3x+2x%).

On précisera le rayon de convergence et s’il y a convergence sur les bords ou non.

Exercice 9
On considere la fonction f définie sur R par f(x) =e*cosx.

1. Montrer que pour tout x € R, on a f(x) =Re (e(1+i)x)_
. n ni
2. Montrer que pour tout n €N, on a Re ((1+1)") = (v2) cos (T)

3. En déduire un développement en série entiére de f, et déterminer son rayon de

convergence.
Exercice 10
1-cosx )
T S1 X # 0
Montrer que la fonction f définie par: ) est de classe C™ sur R.
= six=0
2

Pour tout entier n, déterminer f ().

Exercice 11
Déterminer un développement en série entiere en 0 de la fonction f telle que f(x) = Arcsinx.
On précisera le rayon de convergence et s’il y a convergence sur les bords ou non.

Exercice 12
1. Vérifier que la fonction f définie sur ] —1;1[ par f(x) = (Arcsinx)? est solution du
probléme de Cauchy :
(1-x%)y"-xy" = 2
y(0) = 0.
y'(0) =0
2. Chercher une solution de ce probléme de Cauchy sous la forme d'une série entiere dont
on déterminera le rayon de convergence.
+o0 22P-1 ((p — 1)!)2 .

3. Endéduire que:Vxe]-1;1], f(x) =
q f ,,; ep
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Exercice 13 (*)
wy=0
On introduit la suite (wy) pen par:{ wy =1
Vn=z2,w,;=w,1+wn>
1. Exprimer w,, en fonction de n.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série Z wpx".

+00
3. Montrer que, pour des valeurs du réel x convenables, on a (1 o xz) Z wyx" = x.
n=0
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