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Chapitre 3 : Séries entieres

1 Définitions et premier résultats

1.1 Définition

Définition 1 : série entiere

On appelle série entiere de la variable complexe z toute série de terme général a,z" ou
(an) nen une suite d’éléments de C.

Exemple 1
1. Y z" est une série entiere.
+00 1
. , . . n
On sait qu’elle converge si et seulement si | z| < 1 et dans ce cas Z z'= 1 .
n=0 —Z
2. Y nx" est une série entiere.
+00 X
On sait qu’elle converge si x €] — 1;1[ et dans ce cas Z nx" = a0z
n=1 —-X

1.2 Rayon de convergence d’une série entiere

- Propriété 1 : lemme d’Abel \

Soit (a,) une suite de nombres complexes.
Soit r un nombre réel strictement positif et supposons que (a, r'"*) est une suite bornée.
Alors, pour tout nombre complexe C tel que |z| < r, Y a,z" converge.

Définition 2 : rayon de convergence 1

Le rayon de convergence d’'une série entiere ) a,z" est défini par
R =Supg{r >0:(a,r") estbornée }

C’est la borne supérieure de I'ensemble des réels r > 0 tels que (a,r") est bornée (cette
borne pouvant étre infinie).

Propriété 2 : caractérisation du rayon de convergence

Soit " a,,z" une série entiere. Son rayon de convergence R est 'unique R € R, tel que, pour
toutzeC:
— Si|z| < R alors la série }_ a;, z" est absolument convergente.
— Si|z| > R alors la suite a,z" n’est pas bornée et la série }_ a, z" est donc grossierement
divergente.
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Remarque
On ne connait pas la nature de la série entiere }_ a, z" pour |z| = R.

Exemples 2
Donner le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
1. Y2"x"
2. Y n2z"
ZVI
3. Z 2+

Remarque
Laregle de d’Alembert sur les séries est un outil tres utile pour trouver le rayon de
convergence d’'une série entiere.

Exemples 3
s 1 2 .. 2N n! n
1. KHOLLE On consideére la série entiere Z —
- n
. n! ) . . |Un+1l
a. Soit ze C*. On pose u, = —z*". Déterminer la limite de "—“Lll
n Un

b. En utilisant la regle de d’Alembert, en déduire que le rayon de convergence de la
série entiere est /e.

2. KHOLLE Donner les rayons de convergence des séries entieres ) n!z" et )" %V,l
P(n
3. KHOLLE Soit QE ; une fraction rationnelle en n. Montrer que le rayon de
n
convergence de la série entiere ) %z” vaut 1.

4. Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R > 0.
Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :

a. Y ayz"

- Propriété 3 : rayon de convergence

Soit }_ a, z" une série entiére de rayon de convergence R.
1. Si zg est un complexe tel que }. a, z; converge alors |z| < R.

2. Si zg est un complexe tel que Y- a, z] diverge alors |zg| = R.

\.

Exemple 4

n
On considere la série entiére Z —.
n>0 n

_— n P . P .
Rappeler la nature des séries ) % et) % et en déduire le rayon de convergence de la série
entiere.
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1.3 Quelques outils pour I'étude des séries entiéres.

Propriété 4 : inégalités, équivalents et rayon de convergence

Soit Zanz” et anz” deux séries entieres de rayons de convergences respectifs R > 0 et
R'>0.

1. S’il existe ng tel que pour tout 7 = ngy, on a |ay,| < |b,| alors R > R’

2. Silay| et |b,| sont équivalentes au voisinage de +oo alors R = R’.

\.

\.

Exemples 5

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z arctan(n)z".

o B Inn_,
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) —Z.
n

cosn n
V4

3. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Z e estégalal.

Propriété 5 : opérations sur les séries entieres

1. Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et soit A € C. Alors la
série entiere Z (Aay) z"* a pour rayon de convergence R si A # 0 et +oo si A =0.

Z"et ) n.a,z""" ontle méme rayon de

2. Les trois séries entieres Y_a,z", ) .
n=1

an
n-+
convergence.

\.

Définition 3 : disque de convergence et somme de la série entiére

1. Le disque ouvert 2(0; R) = {z € C/|z| < R} est appelé le disque de convergence de la
série entiere.

J

2. Si la variable est réelle, I'intervalle ouvert | — R; R[ est appelé I'intervalle de conver-
gence de la série entiere.

3. Le cercle €(0; R) est appelé le cercle d’incertitude de la série entieére.

2(0;R)—C
P q q ) +00 4 2.9 os
4. Lapplication S: 2= S@ =Y an" est appelée la somme de la série entiere.
n=0

7
.
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2 Somme d’une série entiére d’une variable réelle

- Propriété 6 : continuité \

Soit Z anx" une série entiere de rayon de convergence R > 0, et soit S sa somme.

1. Lafonction S est continue sur 'intervalle de convergence | — R; R|.

2. Sila série Z an,R" converge alors S est prolongeable par continuité a gauche en R en
posant S(R) = )_a,R".

3. Silasérie Z an (—R)" converge alors S est prolongeable par continuité a droite en —R
en posant S(—R) = )_a,(-R)".

- Propriété 7 : dérivabilité \

Soit Z a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 0, et soit S sa somme.
1. Sestde classe C*°sur]|— R;R[

+00 n!

2. VkeN*,Vxe]-R;R SK) () =
x€] [ (x) ngk(n—k)!

k

anpx"”

. J

Remarques
1. Pour dériver la somme d’une série entiere, il suffit donc de dériver terme a terme.
10 (n+k)!
2. Enré-indexant, on a N (x) = Z ‘ ApirX”
n=0 n:
S(k) (0)
3. VkeN, ai = T

- Propriété 8 : unicité des coefficients \

Soit Z anx" et Z b,x" deux séries entieres de rayons de convergences respectifs R > 0 et
R'>0.

+00 +00
Sil existe r <Inf{R; R’} telque Vx €] —r;r[, Y a,x" =) bux" alors YneN, a, = b,.

n=0 n=0

- Propriété 9 : primitives d’'une série entiere \

Soit Z anx" une série entiere de rayon de convergence R > 0, et soit S sa somme.

X (+00 +00o an
Vxe]—R;R[,f (Z ant”)dt: Yy X"
0 n=0 I’l+1

n=0

\. J

Remarque
Pour intégrer la somme d’une série entiere, il suffit donc d’intégrer terme a terme.
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Exemples 6 KHOLLE

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) nx". Donner I'expression
+00

de sa somme et en déduire la valeur de Z
n=1

an’
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y nx". Donner I'expression
+00 3,2
de sa somme et en déduire la valeur de ) —.
n=1 3"
2 . Z2 ... IEN xn ) .
3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere }_ 2--. Donner I'expression de
+00 A~ 1
sa somme et en déduire la valeur de Z —.
n=1

3 Développement en série entiere

Définition 4 : fonction développable en série entiére

Soit f une fonction d'un intervalle I dans C.
On dit que la fonction f est développable en série entiere autour de 0 s'il existe un réel r > 0
et une série entiere Z anz" de rayon de convergence R = r tels que :

|=-r;ricI

+00
Vxel-r;rl, f(x) =) anx"
n=0

.

Exemples 7 KHOLLE

1
1. Montrer que la fonction x — —— est développable en série entiere autour de 0 et

déterminer son développement.

) 1
2. Méme question avec x — ——.
1+x

3. Méme question avec x — 5
1+x

4. Méme question avec x — In(1 — x)
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Intervalle | Développement

1 +00
-1;1 —=) x"
=L | T ngo
1 +00
“L1[ | ——==) (-"x"
=L | n;o( )
1 +00 2
-1;1 =) =D"x™"
=L | 03 ngo( )
+ooxl’l
I-L1[ |InQ-x=-) =—
n=1 n
+00 x2n+1
-1;1 Arctanx = -n"
=111 n;o( A
ag@-D(@-2)...(a—n+1
I-L1[ |[(1+x0%=1+) e Di@=2)..( ) (@eR)
n=1 n!
+00 .1
R ef=) —
n=0 n!
+00 x2n
R cosx=) (-1"
=0 2n)!
+00 x2n+1
R sinx= ) (-1)"'——
= 2n+1)!
Exemples 8
+00 4,2
1. On consideére la série entiére de variable réelle Z —'x".
n=0 1

a. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere est +oo.
+o0o n

b. Montrer que pour tout x réel, ona e* = Z —'x”_l.
n=1":
+00
2 . 2 X n n
c. En déduire que pour x réel, on a xe* = Z —x
n=0
d. En dérivant I'expression précédente, en déduire que pour x réel,

+00 5,2

1+x)e*= Z —‘x”_1 et en déduire enfin une expression simple de la somme de

n=1 1%
la série entiére.
+00 1
2. On considere la série entiere de variable réelle Z mx”.
n=2 -

a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.

400 +oo  yn +00 11
b. Pour x €] — R; R[, montrerque y ——x'' = -y —.
4 ng’zn(n—l) ,;271—1 n;z”

c. En déduire une expression simple de la somme de la série entiere.

n
d. Justifier que les séries numériques Z _t =
o hn—1) = n(n-1)
calculer leur somme.
+00
3. On considere la série entiere de variable réelle Z n®x".
n=1

a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entieére.

o, 1+x
b. Montrer que pour x €] — R;R[,ona )_ nx" = x(l =
n=1 —-X
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+00
4. On considére la série entiére de variable réelle Y (n*+3n+1)x".
n=0

a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.

b. Vérifier que n2+3n+l1=n+1)(n+2)-1.

+00 1 1 )

c. En déduire que pour x€] - R;R[,ona )_ (n*+3n+1)x" = T + (1—) et
n=0 - X - X

en déduire la somme de la série entiere.

Remarque:

Cette méthode peut se généraliser de la facon suivante :

Pour calculer la somme d’une série entiere de terme général P(n)x", apres avoir

montré que son rayon de convergence est égal a 1, on écrit P(n) sous la forme :

Pn)=ap+ai(n+)+azx(n+1)(n+2)+...+apn+1)(n+2)..(n+ p) ouDeg P =p.

1 ! 1 2) 1 (p)
+a;|— | +ar|—| Fota,|—
1(1—x) 2(1—x) p(l—x)

+00 4,2
R . R . . n“+3n+1
5. On considere la série entiere de variable réelle Z _—

n=0 n!
a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entieére.

+00 1
Onadonc ) P(n)x" =ay (—
n=0 I-x

x".

b. Vérifierque n>+3n+1=1+4n+nn-1).

top2i3pn+1
c. En déduire que pour x €] — R; R[, on a Z _—

n=0

" x"=(1+4x+x%)e”.

Remarque:
Cette méthode peut se généraliser de la facon suivante :

. . P(n) .
Pour calculer la somme d'une série entiére de terme général —'x”, apres avoir

montré que son rayon de convergence est infini, on écrit P(n) sous la forme :
P(n)=ap+an+aznn-1)+..+apn(n-1)..(n—p+1) ouDeg P = p.

= P(n) n 2 P X
Onadonc ) —x = (ao+ a1x+ azx” +...apxP)e’.
n=0

4 Exponentielle complexe

Rappel
L'an passé, nous avons défini I’exponentielle d'un complexe z par
e?=e"" =e*.e¥ =e*(cosy+isiny).

Propriété 10 : exponentielle complexe

+o0o n +o0o N

2.9 q . Z
La série Z —' 4a un un rayon de convergence 1nﬁn1, et pour tout z complexe, ez = —'
n=0 1 n=0 -
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5 Equation différentielle linéaire et développement en série
entiere

Méthode

1. On trouve un probléeme de Cauchy, liée a une équation différentielle linéaire a
coefficients polynomiaux, dont la fonction est 'unique solution.

2. Onrecherche si ce probleme de Cauchy admet une solution qui est la somme d'une
série entiere.

3. On étudie le rayon de convergence R de la série entiére obtenue : si R # 0, I'unicité de
la solution au probleme de Cauchy sur | — R; R[ nous assure que la somme de série

entiere coincide avec la fonction sur | — R; R[, donc que la fonction est développable
en série entiere.

Exemples 9

1. Le but de I'exercice est de montrer que la fonction
R —- R
: 2 [ _p est développable en série entiere.
f1y ;o e f o ds pp
0

a. Justifier que la fonction f est dérivable sur R, et qu’elle est solution du probleme
de Cauchy :
y -2xy=1
{ y(0)=0
b. On suppose qu’il existe une série entiére ) a,x", de rayon de convergence R # 0,
dont la somme est solution de ce probleme de Cauchy.

Montrer qu’alors les coefficients a,, doivent vérifier la relation
n
+00o

ar+2ax+ Z (n+1aps —2a,-1)x" =1
n=2
a =1
P ) 2
c. Endéduirequona{ Vn=1,a,4,1=——asn-1
2n+1
VneN,ay,=0
d ded 221 p)
. En déduire que a = —_—
q 2n+1 (271+-1ﬂ
221y
e. Montrer que la série entiere de terme général 2t aunrayon de
n+1)!
convergence infini et conclure.
. 4™ (n})?
2. KHOLLEPour tout entier naturel n, on pose a, = ———.
- 2n+1)!

+o00o

a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z anx*"L,
n=0

b. Montrer que la somme de cette série entiére est solution sur | — R; R[ de
'équation différentielle (1 - x%)y' — xy = 1.
+00

c. Pour x €] — R; R[, déterminer une nouvelle expression de Z anX
n=0

2n+1
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