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Chapitre 3 : Exemples corrigés

Exemple 1
1. Y z" est une série entiere.
+00 1
On sait qu’elle converge si et seulement si |z| < 1 et dans ce cas Z z" = 1 .
n=0 —<
2. Y nx" est une série entiere.
+00
. , . X
On sait qu’elle converge si x €] — 1;1[ et dans ce cas Z nx" = W
n=1 - X
Corrigé de I'exemple 1
n
1. SoitzeCetneN:onaS,(z) =) zP.
p=0
1— n+1 1
Pourz#1lonaS,(z)=—et lim S,(z2)=— << |z|<1
1- n—+00 1-2z

n
2. SoitxeRetneN*:onaS,(x)=) px".
p=1

n
Pour x=1,onaS;(1) = Z p et donc la série numérique correspondante diverge
p=1
grossierement.
n 1- xn+l
Pour x#1,0ona Z xP = T et comme cette fonction est clairement dérivable
p=0 B
pourtoutx#1,ona:

i p-1 x"(nx-n-1+1
px© =
p=1

et, en multipliant par x les deux membres :

(x—1)?
noo L, X"l nx-n-1)+x
2P =y
p=1
On montre facilement que la suite ainsi définie converge vers W — x| < 1.
-X
Exemple 2
Donner le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
1. Y 2"x"
2. Y n?z"

3. Zﬁ

Corrigé de I'exemple 2
1. Le terme général de la série est (2x)" : on a donc une série géométrique qui est

1
absolument convergente si | x| < 3
1
En outre, pour |x| > 2 le terme général |(2x)"| de la série n'est pas borné.
1
On en déduit que R = 7

2. Pour z # 0, le terme général |n2z”| n’est pas borné donc la série diverge : on en
déduit que R =0.

3. Le méme raisonnement qu’'au 1. montre que R = v/5

Chapitre 3 1 Séries entieres
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Exemples 3
. . . n! 2n
1. On considere la série entiere Z —z°".
nn
. n! . . A 177y
a. Soit ze C*. On pose u;, = —nzz”. Déterminer la limite de Tl
n Up

b. En utilisant la regle de d’Alembert, en déduire que le rayon de convergence de la
série entiere est /e.

s .. BN n
2. Donner les rayons de convergence des séries entieres }_ n!z" et} %;.

. P(n)
3. Soit
Qo P(n)
P PN n n
série entiere ). om?< vaut L.
4. Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0.

Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres suivantes :

a. Y az"
anp
b. Z E.Zn

c. Y2

une fraction rationnelle en n. Montrer que le rayon de convergence de la

nh! o
nn
Corrigé de I'exemple 3

lups1l  (m+1)In"|z|"H! (
|1y, (n+ D" 1nlzi \n+1
n n
) =exp nln(—)
1 n+1
1 1 1

= - +o|—
n+l)+o n+1 n

n n . n
Donc nln( - 1+0(1) etdonc lim nln(—):—l.
n

n+1)+_oo n+ —>+n n+1

n
La fonction exp étant continue en -1, lim (—) =e letdonc
n—+oo\p+1

1. a. Pourz#0,0ona

n
EG

Ona(nz

Or, ln(%) = ln(l —

upal 12l
n—-+oo |un| e

b. D’apres le critere de d’Alembert, ona:

2
1zl fo
si — < 1 alors la série converge

G2
. 12| e
si — > 1 alors la série diverge
e
On en déduit que R = e.
Ap+1
Qan

2. Pour z #0, on pose a, = n!z".Ona

=(n+1)]|z|.

Donc lim
n—+oo

= 400 puisque z # 0.
anp

an+1
an
|z
n+1l’

> 1 doncla

Ainsi, d’apres le critere de d’Alembert, on a, pour tout z # 0, lirp
n—+oo

n

série diverge et R = 0. Pour z # 0, on pose a, = — Ona
n!

an+1
an

an+1
an

Donc lim =0.

n—-+oo

ap+1
"l <1doncla

Ainsi, d’apres le critere de d’Alembert, on a, pour tout z # 0, lirP
n—+oo

ap
série converge et R = +o0.
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d e
3. Soit P(X) = Y ppXFet Qx) = Y grxF.

k=0 k=0
a P(n+1)Q(n)z""!
Pour z # 0, on pose a;, = z".Onadonc |2 = ( JQ(m)
Q(n) an P(n)Q(n+1)z"

Au voisinage de +o0o, un polyndéme est équivalent a son monome de plus haut degré
donc:

ane1| | patn+ D?gen 2= (n + 1)”"6 .

an |+ | pandqe(n+1)° n '
a
Onadonc lim ntl) |z].
n—+oo|

D’apres le critere de d’Alembert, on a:
si |z| < 1 alors la série converge

{ si|z| > 1 alors la série diverge

On en déduit que R = 1.

4. Soit R le rayon de convergence de la série entiere Z anz".
D’apres le critere de d’Alembert, on a donc:
si |z| < R alors la série converge
{ si |z| > R alors la série diverge
Or, le critere de d’Alembert permet aussi d’affirmer que :

. 1. Ap+1 L, .
si lim |——|lz| <1 alors la série converge
n—+oo| ay
. 1. Ap+1 e qs
si lim |z| > 1 alors la série diverge
n—+oo| ay
. ap+1 1
Donc lim =—.
n—+oo| ay R

a. Soit z#0: on pose b, = a>z". On appelle R’ le rayon de convergence de la série
entiere Y a5z".

2 2
b1 an+1 2 . bn+1 |z]
=|——| |z|* etdonc lim =—.
D’apres le critéere de d’Alembert, on a:
2
||

si —- < 1 alors la série converge
R2

|z o
si —- > 1 alors la série diverge
R2

On en déduit que R’ = R.

a
b. Soit z #0:on pose b, = —':z”. On appelle R’ le rayon de convergence de la série
n!

. an
entiére Z —'z”.

bn+1 bn+1
bn bn

Ainsi, d’apreés le critere de d’Alembert, on a, pour tout z # 0, lirP
n—»

_ | 9n+1 |z

=0.

etdonc lim
1 n—+

an
n+1

n
donc la série converge et R = +o00.
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apn!
nn

c. Soit z#0:on pose b, = z". On appelle R’ le rayon de convergence de la
apn!

n

z".

série entiere Z

b a n \n
nil)_ | Zntl ( ) |z| et donc, en utilisant le 1. de I'exemple 3,
b, a, |\n+1
. b1 |z|
lim =—.
n—+oo| by, Re

D’apres le critere de d’Alembert, on a:

. 12| -
si — < 1 alors la série converge

. 1< L 1
si To > 1 alors la série diverge

e
On en déduit que R’ = Re.

Exemple 4

n

On considere la série entiere Z —.
n>0 1

Rappeler la nature des séries }_ % ety # et en déduire le rayon de convergence de la série
entiere.

Corrigé de I'exemple 4
n

. ‘. <
Soit R le rayon de convergence de la série Z —.
n>0

1

La série de terme général — est divergente (série harmonique) doncona R < 1.
n
-n"

La série de terme général

R=1.
Finalement,ona R=1.

est convergente (série harmonique alternée) donc on a

Exemples 5
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z arctan(n)z".

o A Inn_,
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) —Z.
n

cosn _n
V4

3. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Z e estégalal.

Corrigé de 'exemple 5

b4
1. On aarctan(n) o > donc le rayon de convergence de la série Z arctan(n)z" estle
(0,0]

i
méme que celui de la série Z %Z”, soitR=1.

Inn 1

. . 1
2. Pour n assez grand, on a —;- = —. La série entiere E —z"a pour rayon de
2 n2 2

convergence 1 (fraction rationnelle en 1) donc en appelant R le rayon de

Inn
convergence de la série Z —Zz”, onaR<1.
n

. . Inn Inn 1 ~
On sait que 11111 —— =0donc, pour n assez grand, on a — =—et le méme
n— n n n
argument que précédemment permet d’affirmer que R = 1.

Finalement, R =1

3. Pour tout entier n,ona—1<cosn<1etdonce ! <e®" <e! etle méme
raisonnement que celui de la question précédente donne R = 1.

Chapitre 3 4 Séries entieres
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Exemples 6

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) nx". Donner I'expression
+00

de sa somme et en déduire la valeur de Z
n=1

2n’
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y nx". Donner I'expression
+o00 5,2
de sa somme et en déduire la valeur de ) —.
n=1 3"
2 . Z2 ... IEN xn ) .
3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére }_ 2--. Donner I'expression de
+00 A~ 1
sa somme et en déduire la valeur de Z —.
n=1

Corrigé de I'exemple 6

1. Pour tout entier n, le facteur de x”* dans Iécriture de la série entiére est un polyndéme
enndoncR=1.

+00 1
Pour tout x€] —1;1[,ona ) x"=—.
n=0 1-x
D’apres le cours, cette série entiere est dérivable sur ] —1,1[ et pour tout x €] — 1,1,
+00
1
n—1
ona:)y nx" =——.
n; 1 (1-x)?
+00 X
Soit, en multipliantpar x: y nx" = ———.
pliantpar.x: 2 n<" = =5
+00 X
Finalement, pour tout x €] - 1,1[, } | nx" = ——.
n=0 (I-x)
1
1 o p 9
Enﬁn,pourx:E,ona —:LZZ

Sl
2

2. Pour tout entier n, le facteur de x" dans I'écriture de la série entiere est un polynéme
en ndonc R=1.

+0o0 1
Pourtout x€]—1;1[,ona ) x"=—.
n=0 1-x
D’apres le cours, cette série entiere est dérivable sur | —1,1[ et pour tout x €] — 1, 1],
+00 1
n—1
ona:y nx"l=—7"—.
n; 1 (1-x)?
+00 X +00 +00
Soit, en multipliant par x: ) nx" = ey eton remarque que »_ nx" =) nx".
n=1 —-X n=1 n=0

D’apres le cours, cette série entiere est dérivable sur ] —1,1[ et pour tout x €] — 1, 1],

1o x+1
ona:Z n?x" 1 = —.
n=1 (]- _x)
oo X’ +x
Soit, en multipliant par x : nx"=——.
pliant p n; Y
too P +x
Finalement, pour tout x €] - 1,1, Z n’x" = —.
n=0 (1-x)
e n®  (1/3*+1/3 3

Enfin, pour x = -, ona —_— = —
=0 3" (1-1/3)3 2
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3. Pour tout entier n, le facteur de x" dans I’écriture de la série entiere est une fraction
rationnelle en n donc R = 1.

+00 1
Pour tout x€] —1;1[, on a Z Xt =—.
=0 1—-x
D’apreés le cours, cette série entiere est continue et admet des primitives sur | —1, 1]
+00 .n+1
etpourtout x €] -1, 1], ona:Z n +a=-In|l-x|=-In(x—-1)aveca =0
—o
1 +o0 e—?l
Enfin, pour x = —,ona Z —=—-In(1/e-1)=1-In(e—1)
e oon

Exemples 7

1. Montrer que la fonction x — est développable en série entiere autour de 0 et

déterminer son développement.
1
2. Méme question avec x — ——.
1+x
1

1+ x2
4. Méme question avec x — In(1 — x)

3. Méme question avec x —

Corrigé de I'exemple 7
+00
1. Soit x € R. On a démontré que la série numérique Z x" convergeait si et seulement
n=0
+00 1
si |x| <1 et dans ce cas, vers Z X =—.
n=0 1-x
1 +00
Ainsi, est développable en série entiere autour de 0, ona —— = Z x" etla
- - n=0

rayon de convergence R est égal a 1.

2. Unraisonnement analogue montre que est développable en série entiere
X

1 +o00o
autour de 0, on a Toe™ )" (=1)"x" et la rayon de convergence R est égal a 1.
X n=0

1
3. Unraisonnement analogue montre que s est développable en série entiere

1 +00
autour de 0, on a = Z (=1)"x*" et la rayon de convergence R est égal a 1.
n=0

x2

1+x2
-1

4. Lafonction x — In(1 — x) est la primitive de la fonctionx — sur ] —oo, 1[ qui

s’annule en 1.
On sait qu’'une série entiere admet admet des primitives dans son intervalle de
convergence, et que les séries entieres des primitives sont obtenues en intégrant

terme a terme.

+00 xn+1
Onadoncln(l-x) =) -
n—o nt1

Chapitre 3 6 Séries entieres
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Exemples 8
+00 5,2
1. On considere la série entiére de variable réelle Z —'x” .
n=0 1
a. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere est +oo.
+00 n
b. Montrer que pour tout x réel, onae* = Z —'x”_l.
n=1":
+00 n
c. En déduire que pour x réel, ona xe*= ) —x"
—o 1!
n=0
d. En dérivant I'’expression précédente, en déduire que pour x réel,
+00 3,2
(1+x)er= Z —‘x”_1 et en déduire enfin une expression simple de la somme de
n=1
la série entiére.
+00 1
2. On consideére la série entiere de variable réelle Z —x"

x".
n—s n(n—1)
a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.

+00 1 +00 xn +00 xl’l
b. Pour x €] — R; R[, montrer que Z ——x"= Z - Z o
n=2

n—p n(n—1) n-1 /=
c. En déduire une expression simple de la somme de la série entiere.
1 (-n~

d. Justifier que les séries numériques Z t Z

—e€ convergent et
n=2 n(n—1) n=2 n(n—1)

calculer leur somme.
+00
3. On considere la série entiere de variable réelle Z n’x".
n=1
a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.
too 1+x

b. Montrer que pour x €] — R; R[, on a Z n?x" = X—.
n=1 (I-x)

Chapitre 3 7 Séries entieres
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+00
4. On considére la série entiére de variable réelle Y (n*+3n+1)x"
n=0
a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.

b. Vérifier que n?+3n+l1=n+1)(n+2)-1.

+00 1 1 \@
c. En déduire que pour x€] - R;R[,on a Z (n2 +3n+1)x" = T + (1—) et
n=0 - X - X
en déduire la somme de la série entiére.
Remarque:
Cette méthode peut se généraliser de la facon suivante :
Pour calculer la somme d’'une série entiere de terme général P(n)x", apres avoir
montré que son rayon de convergence est égal a 1, on écrit P(n) sous la forme :
Pn)=ap+ai(n+)+ax(n+1)(n+2)+..+ap(n+1)(n+2)..(n+ p) ouDeg P = p.
+00 1 1 ! 1 2) 1 (2]
Onadonc Y Pm)x"=a (—)+a ( )+a ( ) +..ta (—)
,ZZ::O ) \1-x Hi-x \1-x P

. . R ) o p243n+1
5. On considere la série entiére de variable réelle Z —
n=0 n:

a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere.

x".

b. Vérifierque n> +3n+1=1+4n+nn-1).

™ n?+3n+1
c. En déduire que pour x €] — R;R[,on a Z _—

n=0 n!

”:(1+4x+x2)ex

Remarque:
Cette méthode peut se généraliser de la facon suivante :

. . P(n) .
Pour calculer la somme d’une série entiere de terme général —'x”, apres avoir

montré que son rayon de convergence est infini, on écrit P(n) sous la forme :
Pn)=ap+ aln +azn(n—-1)+..+apn(n-1)..(n—p+1) ouDeg P = p.
( ) "

On a donc Z = (o + a1 x + axx* +...apx’) e’
Corrigé de I'exemple 8
"2
1. a. Soit x#0et neN. On pose a, = —'x”.
On a donc ‘a"“ = n+21| | ~ Il etdonc lim |#|=0<1.
a n +o00 1n n—+oo| q,
D’apres le critere de d’Alembert, la série converge pour tout réel x et donc
R = +o0.
+00 1
b. On sait que pour tout réel x, onae”* = Z ﬁx”.
n=0 "

Cette série entiere est dérivable a I'intérieur de I'intervalle de convergence et

pour tout réel x, on a donc:
+00 n

X n-1
ef=) —x
Z’ n!
n=1"
c. En multipliant les deux membres de 1'égalité par x, on a:
+o00o
. n n }
xe* = Z —x".Pourn=0,0na —x =0 pour tout réel x donc:
n= 1n n!
+00
n
xe* = —'x"
n=0 1
d. On procede de la méme facon:
+00 n2
(x+1)e* = Z —x""! puis :
n=1 n!

Chapitre 3 8 Séries entieres
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+00 1,2
x(x+ e =) —x"
n=1 n!
+00 52
Finalement, ) —x" = x(x+1)e".
n=0 n!
2. a. Leterme général de la série entiere est une fraction rationnelle en n donc R = 1.
. 1 1 1 x" x" x"
b. Soitn=2:0na = ——donc = -—.
nn-1 n-1 n nn-1 n-1 n

On montre facilement que les séries entieres de terme général — et ] on pour
n

rayon de convergence 1.
Lensemble des séries numériques convergentes est un espace vectoriel donc :

+00 1
Pourxe]-1;1[, ) ——x" =
n—o n(n—1)
+00 xn +00 xn
c. Onsait que pour x€]—1,1[,In(1 —x) = — Z — donc Z —=In(1-x) +x.
1 n 2
+00 x +00 n - n
En outre,ona—-In(1 —x) = Z — Z donc Z =—xIn(1-x).
n= n=2N- n= Zn_
) +00 X
Finalement, on a, pour x €] -1, 1], Z ——=01-x)In(1 —x) + x.
= n(n—1)

1
d. Pour n =2, la série de terme général ——— est a termes positifs et on a

) ) nn-1)
——— ~ — qui estle terme général d'une série de Riemann convergente.
nn-—1) +ton

o . . 1
Ainsi, la série numérique Z ——— est convergente.
nz2 (n—1)
n

- (-1
On montre de fagcon analogue que la série Z ——— est absolument
nso n(n—1)
convergente donc convergente.

D’apres le théoreme de prolongement par continuité au bord, on a donc:
+00 1
Z ———=1lim(0-x)In(1-x)+x
s nn-1) x-1°
Enposantu=1-x,0na linll 1-x)In(1-x)= hrg uln(u) = 0 par croissances
x—1- U—
+00
1

comparées et donc Z ﬁ
n

+00 ( l)n

De la méme facon, onaz(n—l): lim (1 X)In(l-x)+x=2In2-1.
o1

3. a. Le terme général de la série entiere est un polynome en n donc R = 1.
+00 1
b. Pourxe]-1,1[,ona ) x"=-—.
n=1 l1-x
Cette série entiere est dérivable a I'intérieur de I'intervalle de convergence, et on
a:
+00 el 1
€] - =—.
Pour x €] 1,1[,’;1 nx -2
En multipliant les deux membres de I'égalité par x, on a:
+00 X
Pourxe]—-1,1], (L
our x €] [ nX::lnx =7
Pour n =0, on a nx" =0 pour tout xde ] —1,1[ donc:
+00 " X
Pour x €] 1,1[,n;1 nx T
On recommence le méme procédé (dérivation, multiplication par x) et on

trouve :

Chapitre 3 9 Séries entieres
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Chapitre 3

too 1+x
Pour x€]-1,1[, ) n’x" = X——
n=0 (I-x)

Le terme général de la série entiere est un polynome en n donc R = 1.

On vérifie tres facilement que n+3n+l=n+1)n+2)-1.

+00 1
Soitx€]-1,1[:ona ) x"=—.
n=0 l1-x
Cette série entiere est de classe C*° sur ] —1,1[ : en dérivant deux fois, on a, pour
xel—-1,1[:
+00

2
Z nn-1)x"2= (1—) , soit, aprés un changement d’indice :
n=2 —-X

+00 2
n
Y (n+2)(n+1x" = ——.
n=0 (1-x)
Les séries entiere de terme général (n+1)(n+2) et 1 ont un rayon de convergence
+00 +00 +00
égalaldonc: ) (n*+3n+1)x"=) (n+2)(n+Dx"-) x"
n=0 n=0 n=0

+00 _1 2
Finalement, pour x€] - 1,1[,ona )_ (n2+3n+1) x"=- + 5
n=0 1-x (].—X)

En utilisant le critere de d’Alembert, on montre facilement que R = +oo.

On vérifie facilement que n? +3n+1=1+4n+n(n-1).
+00 xn

SoitxeR:onae*=) —.

n=0 n!

Cette série entiére est de classe C*™ sur R et pour x réel, on a, en calculant la

dérivée premieére de la série entiere :
+oo n

e¥=) —x"1

!
n=11:
En multipliant par x les deux membres de cette égalité, on a, pour tout réel x :

+00 n +00 n
xe¥=) —x"=) —x"

n=1 n! n=0 n!
En calculant la dérivée seconde de la série entiere, en multipliant par x° et en
effectuant un changement d’indice, on trouve :

+00
n(n-1)
Y ——x"= x’e”.
n=0 n:
L. .. ., .n nn-1)
Les séries entiere de terme général = et — ont pour rayon de convergence
n! n!
+o00 et donc, pour tout x réel ,ona:
+00 4,2 +00 4.1 +00 +00
n“+3n+1 X n n(n-1)
Z—x”: —+4 —x”+2—x”:(1+4x+x2)ex.
= n! —o 1! —o 1! = !
n=0 n=0 n=0 n=0
10 Séries entieres
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Exemples 9
1. Le but de l'exercice est de montrer que la fonction
R — R
f: o oY f * e ds est développable en série entiere.
0
a. Justifier que la fonction f est dérivable sur R, et qu’elle est solution du probleme
de Cauchy:
{ y -2xy=1
y(0)=0
b. On suppose qu’il existe une série entiére ) a,x", de rayon de convergence R # 0,
dont la somme est solution de ce probleme de Cauchy.
Montrer qu’alors les coefficients a; doivent vérifier la relation
+o0o
ar+2a3x+ ) (n+1Dape —2a,-1)x" =1
n=2
a =1
2
c. Endéduirequona Vn=1,a,41 = arn-1
2n+1
VneN,ay, =0
d déd 221 p)
. En déduire que a = —
q 2n+1 2n+ 1)!
221 p)
e. Montrer que la série entiere de terme général 2t aunrayon de
n+1)!
convergence infini et conclure.
. 4™ (nh)?
2. Pour tout entier naturel n, on pose a, = ———.
2n+1)!
+o00o
a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ) a,x*"*1,
n=0
b. Montrer que la somme de cette série entiére est solution sur | — R; R[ de
I'équation différentielle (1 - x%)y’ — xy = 1.
+o00o
c. Pour x €] — R; R[, déterminer une nouvelle expression de Z an x>,
n=0
Corrigé de I'exemple 9
1. a. f estleproduitde la fonction x — e (dérivable sur R d’apres les théoremes
usuels) par la primitive de la fonction ¢ — et qui s’annule en 0 (donc dérivable
sur R, donc f est dérivable sur R.
Soit ¢ une primitive de t — e~
Pour xe R, ona f'(x) =2x x f(x)+ eX x (p(x) - cp(O))/ =2xf(x) + 1 puisque
¢'(x) = e
On adonc f'(x) —2xf(x) = 1. En outre, il est clair que f(0) =0 donc f est bien
solution du probléeme de Cauchy :
{ Yy -2xy=1
y0)=0
b. Soit y une série entiere de rayon de convergence R > 0, solution de ce probleme

Chapitre 3

de Cauchy.
+00 oo
Pour x €] = R, R[, on pose y(x) = Z anx". Comme y(0) =0,ona y(x) = Z anpx"
n=0 n=1
y est dérivable a l'intérieur de I'intervalle de convergence et on a

+00
y(x) =Y napx"!
n=1
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+00 +00
Ainsi, pour x€] - R,R[,ona y'(x) —2xy(x) = Y_ na,x" ' =Y 2a,x"*".
n=1 n=1

+00 +00

Onadonc a; +2ax+ ) (n+1au1x"— ) 2a,-1x" =1, etdonc:
n=2 n=2
+00
ap+2ax+ Z (n+1aps —2a,-1)x" =1
n=2
. On en déduit immédiatement :
ay = 1
as =0
apy1 = a, 1Vn=2
n+l

On montre tres facilement par récurrence que Vn = 1, ay,, = 0 et comme ag = 0,
on abien ay, =0VneN.
En posant n =2p + 1 dans la relation de récurrence ci-dessus, on a facilement

a =——ay, 1 donc:
2p+1 2p+ 1 2p-1
a) = 1
Vn=1 2
n=1,a = —dyy
2n+1 2n+1 2n—1
VneN,ay, =0
221 p)
. On montre par récurrence la propriété : VneN, az,+1 = m
n !
Initialisation : (n = 0)
IR 20 x 0! . :
Au rang 0, la propriété s’écrit a; = =1, ce qui est vrai.
Hérédité :
22" )
Soit n € N. On suppose que ay,+1 = m, et on veut montrer que
n !

22D (4 1)!
(2n+3)!

On sait que az,+3 =

A2n+3 =

azn+1 donc, en utilisant 'hypothese de récurrence :

2n+3
2 221 p 2 x 221y
a2n+3 = X = .
2n+3 (2n+1)! (@2n+3)2n+1)!
2% 22" (2n+2)n! 2222 pl(n+1) 220" D(n+ 1)
Donc ay;,43 = = =
(2n+3)(2n+2)(2n+ 1! 2n+3)! 2n+3)!

Ainsi, la propriété est héréditaire.

Conclusion :

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc, d’apres le principe de
récurrence, on a:

221 p)
VneN,a =—.
2T 2n+1)!
. On montre facilement en utilisant le critere de Riemann que la série entiere de
221 p)
terme général ———— a un rayon de convergence infini.
(2n+1)!
Par unicité de la solution au probléme de Cauchy, on a donc :
+00 22nn|
VXeR f(x)= ) ————x*"*!
=0 2n+1)!
. 4™ (n})?
2. Pour tout entier naturel n, on pose a, = ———.
2n+1)!
4™ (nh)?
a. Pour x #0, on pose b,, = ———x?""*1
2n+1)!
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bper| _ 4" (n+1)]° 2n+1)! 2l 4(n+1)* 2~ Ix
by 4" (n)? (2n +3)! C (2n+3)2n+2) " 4o
Onen dedult facilement que R = 1 d’apreés le critere de d’Alembert.

+00 471 (I’l)
. P -1,1], = P EE—
b. Pour x €] [,ona y(x) ;;0 Zne D

l’intérieur de I'intervalle de convergence, et on a, pour tout x €] — 1,1 :
I’l ( |)2 ) +00 4n (n|)2 )
y'(x) = Z(Zn—i—l) = n

Ona 2|

x°"*1 Cette série entiere est dérivable a

= en+D!" 2 @2n)!
Onaczlonc +oo yn (n|)2 +oo 4N (n|)2 S +oo yn (n;)Z S
A=y -xy=3 -5 =Y oo X G
n=0 2n)! n=0 2n)! n:O( n+1)!
_1++°O 4" ((n+1)H? x2n+2_§o4n(”!)2x2n+2_§o 4" (n)* 40
= 2n+2)! = (2n) = 2n+1)
_1++°°(4”+1 (n+1)H% 4" (nh? 4" (n)? 2ne2
=l @2n+2)! 2n)!  (2n+1)!
. +Z°° (4”“ [(n+ D2 -4"2n+1)(2n+2)(n)? - 4"(2n +2)(n!)? 2ne2
= 2n+2)!
Dans cette égalité, et pour 7 = 0, le facteur de x*"**2 est égal a:
4™ (n!)?

Gnao At 12— @n+)@n+2)— 2n+2) =

Donc la somme de cette série entiere est solution sur | — R; R[ de I’équation
différentielle (1 —x?)y' —xy =1.

c. On résout cette équation différentielle.

Pour x # 0, 'équation homogene associée s’écrit y'(x) — 5 =0.

Sur ] - 1,0], les solutions de I'’équation homogeéne sont les ?onctions définies par :
1 2 K
f(x) = Ky exp —Eln(l—x )| =

X | Vi-a? s
De méme sur 0, 1], les solutions de I'’équation homogeéne s’écrivent

K>
fx) = .
Si f est solution de I'équation différentielle homogene sur ] —1,1[ alors elle est
continue en 0 et donc Kj = K5, et la fonction obtenue est bien a la fois continue et
dérivable en 0.

Donc les solutions de I’équation homogene sur ] —1,1[ s’écrivent f(x) =

il

— X
On recherche maintenant une solution particuliere a I’équation avec second

membre al’aide de la méthode de variation de la constante :

k(x)
Soit f définie par f(x) = une solution, ou k est une fonction dérivable
V1-x?
sur]—1,1[.
k
K () V1= 22+ ;(_x)z
On a donc f'(x) = . 1=X7 ot (1=x2) f'(x) = xf(x) =K' (x)V1 - x2
1
Ainsi, f est solution de I'équation différentielle si et seulement si k'(x) = .
V1-—x2
Donc k(x) = Arcsinx convient, et une solution particuliere est f(x) = Arcsinx
’ VI—xZ

Donc les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions définies sur
Arcsinx + k

V1-—x2

Or, I'image de 0 par la série entiere est 0 donc k = 0 et, finalement :

|-1,1[par y(x) =

too Arcsinx
vxel-1;1[ Y a, x> = —/——=,
11;0 " V1-—x2
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