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Devoir a la maison n°2

CORRECTION

Exercice 1
1. Par définition, f est décroissante sur I <= VY (a,b)e [ xI,a<b= f(a) = f(b).
Soit (a,b) e R} xR telsque a<b:

1 1
Vitel[O0; 1]0<a+t<b+tdonc—<—
a+t
. el el
Commee’>0: < dr.
b+t a+t b+t 0o a+t

Ona f(b) < f(a) donc f est decrmssante sur R} .
1 ot
Jy 55

Onadonc |f(x) - f (xo)| =

et

t
e
)
X+t Xxo+t

dt‘ -

[

lel(xg+t—x—1
(xop+ 1) (x+71)

2. a. [fx)-f(xo)|=

0 Xot+t

el (xg—x)
(xp+ 1) (x+71)

|f0) - f(xo)| < f

L el (xg—x)

Comme x> xo > 0,0na|f() = f (xo)| = | ==

Pourte[0;1]:ona:

— el<e
1

<—.
Xo+1t Xp

2
S_
Xo+1t Xp
s 1 2
Onendéduitque0 < ——— < —

(Xo+10)(x+1) xg'

— Xo+t>x90>0donc0<

X,
— x+t2x>?0donc0<

12e(x—x 2e(x—x
Par suite, |f(x)—f(x0)|§f ( 5 0)dt: ( . 0).
0 X x5
. . 2e(x—xo)
b Jim |F=f ol < Jim ===
f est donc continue au point xp.

el el

1 1
3. Pourte[0,1],onax+t=x>0donc0<——<—et0< < —care!>0.
X+t X X+t X

(e te!  e-1 . : .
A1n51, dt< | —dt=—— Montrer que pour tout réel x strictement positif :
0 0

x+t . X X
e—
—< <—
x+1 S X
1 1 el el
Pourte[0,1],onal0<x+t<x+1ldonc0<s——<——et0< < car
x+1 x4+t x+1 x4+t

el >0.

1 af 1 ot
.. e e
A1n51,f dtsf dz
0o x+1 0 X+t

e—1
Onad — < .
na oncx+1 f(x)

e—1
Finalement, on a bien —— < f(x) < —.
x+1 X

e—1
X) X X
On en déduit : xtl f _1,301‘[—5 /) <1
e—l x+1 e—-1
X X X
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X X
lim ——=1donc lim & =1 par encadrement.
x—+o00o x+ 1 x—+o00 €—1
) x
e—
On a bien f(x) ~
x

4. a. Pourxe [0;1], onae*<e.
La fonction exponentielle est de classe C* sur R donc elle est continue sur [0; 1]
et dérivable sur ]0; 1], sa dérivée est majorée par e sur ce méme intervalle. D’apres
I'IAE on en déduit que : V¢ € [0;1], <et.

t

et
<——carx+t>0

b. Pour teR},ona0<e’—1<etdonc0<
X+t x+t

et <e(x+t)_
X+t  x+t
et_l 1eL‘_1 1
OnadoncO< <eet0< dt=< edr:
0 0

Or, comme x >0,

X+t X+t
0 < g(x) <eet g estbien bornée sur R}.

c. Comme I"’énoncé nousy invite, montrons que pour x >0, on a

L |
f(x):[) mdt+g(x).

1 t 1 1
Soirtx>0:f(x):f ° dr f d f —d —f —dr+g(x).
0o X+t 0 X+t X+t X+t

On adonc f(x) = g(x) + [In(x + t)]o =gx)+In(x+1)-Inx.
f(x) _ 8 In(x+1) ‘1

Ainsi,

—Inx Inx Inx -
g estbornée sur R} d’apres 4.b. donc lim =— Al =0.

x—0* Inx
In(x+1)
Par quotient, lim ——— =
x—0* Inx
fx)

On en déduit que lim ——
x—0t —lnx

=1, donc f(x) ~ —Inx.
5. a. hestde classe C* sur [0;1] comme quotlent de deux fonctions de classe C* sur
[0;1] dont le dénominateur ne s’annule pas sur [0; 1].
el(l1-1—-el re’
= >0
(1+0)? (1+1)?
Ainsi, la fonction h est strictement croissante sur le segment [0; 1].

Pour t€[0;1],ona h'(t) =

kY 1 1 k
b. h (—) x — est |'aire du rectangle de largeur — et de hauteur h (—)
n) n n n

+1 1 1
De méme,h ) x — est |'aire du rectangle de largeur — et de hauteur
n n n
k+1
n

Ainsi,u, est la somme des aires des rectangles situés "sous la courbe", et v, estla
somme des aires des rectangles situés "au-dessus de la courbe".
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k+1
c. Soit k€1{0,1,...,n—1}. La fonction & est croissante sur | —; ——
n n
k k+1 k k+1
Vie | = — ,h(—)sh(t)sh(—)
n n n

(k+D/n ([ (k+1)/n (k+D/n  (f+1
Onadoncf h(—)dts[ h(t)dtsf h(—)dt
kin n kin kin n

1 (k Ue+1)/m 1 (k+1
Finalement:Vke{0,1,2,....,n— 1},—h(—) sf h(ndr < —h(—)
n \n kin n n

d | ”il 1 (k) 5 (k+1)/nh d i 1 (k+1
. D’apres la question 5.c, on a —|=< f (ndt < — ( )
b a k=0Tt \1J j=oJkin =0 1 n

1
On adonc u,, sf h(t)dt < v,.
0

1
On remarque quef h(t)dt = f(1),donc u, < f(1) < v,.
0

Up+v Up+v Up+v .
Donc u, - — nsf(l)— n2 <y, - "2 " soit
Up— U Up+v Up— U
2 2
Unp+Up |[Un—unl _ vn—uy

On a donc ’f(l) B < > car u, < vy.

s (S E L)

N o St

h(1) - h(0
Donc v,, — u; = M et, finalement :
n
1) —
VneN, |fa) - Up+ Up - h(1) h(O).
2 2n
h(1)—h(©) 1072
e. On cherche un entier n tel que ( )2n © < .

> n=10%(h(1) = h(0) = n = (g _ 1) « 102 <= 1 =36 A 'aide de la

. ul’lo + vl’lo N -3 N
calculatrice, on trouve — - 1,125a 107" pres.

112
Donc f(1) = 100 21072 pres.
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Exercice 2
PartieA Ftude d’une fonction
On considere la fonction ¢ définie sur I'intervalle I =]0; +ool par :

1
(p(t):(t+— In 1+;).
t—(t+1)
1. Soit te 11 ¢/ =In[ L) o (4 2 2
. 01 .(p()—n—+ +§ XT
t
'(t)—ln(t+l)+(t+l)x !
Pi= t 2] tt+1)
Done ¢'(#) = In 1+t)_ 2t+1
= t 2t(t+1)
o _—L_2@0u+h-@r+)@Er+2)
LR TE 412(t +1)2
" —4t(t+1) —4r(t+ 1) +22t +1)?
¢ () = 2 2
4r=(t+1)
(p”([): = 1
412(t+1)2  2r2(t+1)?
t+1 t+1
2. t11r+n T—ldonc par composition, thm In|— " =0.
2t+1 2t 2t+1
—~———do lim —=0.
26(t+1) +o0 212 t—>+002t(t+ 1)

Finalement, lim (p "(n) =
t—+00

1
In(1 + u) > u donc (1) b 7= 1.
On adonc tliIJ}l p) =1

3. Vtel,ona¢"(t)= > 0 donc ¢’ est strictement croissante sur 1.

282(t+1)?
De plus, tliI+n ¢'(t) =0donc ¢'(r) <0sur I.
—T00
4. Vte I, ona¢'(t) <0donc ¢ est décroissante sur 1.
De plus, tlir+n @(t)=1donc¢(t)=1surl
—+00

2 3
. Onaln(l+uw) =u——+—+o0(u*) donc:
0 2 3

(nH-1 (t+1)(1 ! + ! + (1)) 1
J— = — R — _ o| — —
® +00 2/\t 212 38 3
N1 = 2t+1) (62 =31 +2 1 )
e0-1 217 63 °\B))”

t 1
p() -1 :oo—+o(—) donc ¢(f) -1 fodrwrs

)]

Partie B Formules de Wallis

4

2 T
1. u :f cos’(n)dr ==
0 2

4

up :f cos(f)dt = [sin t]”’2
0

7 7 1+cos2t
ung cosz(t)dt.:f —dt=
0 0 2
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2. Soitn=0: un+1—un:f2 cos”“(t)dt—f2 cos"(t)dz‘:f2 (cos™*'(#) — cos" (1)) d¢
0 0 0

T

Upt1— Up :fz cos”(t) (-1+cost)dt.
0

b8
Vte [0; E]’ onacos(t) =0et—1+cost<0donccos”(f)(—1+cost) <0 et, par suite,
Un+1 — Uy <0 donc la suite (u,,) est décroissante.

14
Vte [0; E]’ onacost=0donccos”(t) =0 etdonc u, =0.

Ainsi, la suite (u,) est décroissante et minorée par 0 : elle converge vers une limite
¢=0.

el

3. Soitn=0:u,n= fz cos" 2 (p)dz.
0

On pose u(t) = cos ™1 (1) et v'(¢) = cost.
Onadonc v/ (t) =—(n+1)sintcos”(¢t) et v(t) =sint.
u et v sont de classe C! sur [0; E] donc on utilise la formule d'IPP :

: /2 z : /2
Unsz = [sin tcos™ ' (0)]] +(n+1)f sin®(#) cos” (1)dt. [sintcos"* ! (#)]; " =0etona
0

sin?(f) = 1 — cos?(¢) donc:

Upt2 = (n+ Duy, — (n+ 1) uyp par linéarité de l'intégrale.
Ainsi,ona (n+2)u,s = (n+ 1) u,.

n+1
n+2

4. Soit n=0: on déduit de la question précédente que u,1» = Up.

Soitn>0:0onau —ﬁZk_lu q2k-1n
' e ok a2k 2

0= T H7. ‘o

2n-1)2n-3)...1 T 2n2n-102n-2)2n-3)....2.1 m

Uzn

T on2n-2)2n-4).22 (2nl@n-2202n-42).22 2
_ (2n)! b3
B2 = 2 2 22(n—1)2.22(n—2)2..22.12° 2"
2n)! =n

On conjecture donc que Vn>0,up, = —.—.
Cette relation étant également vraie pour n = 0, on démontre donc par récurrence :
2n)! =

VneN,uy, = WE

Initialisation (n = 0)

0 = T
Aurang 0, la propriété s’écrit uy = ———.— et uy = — donc la propriété est vraie au
g prop 0 20002 2 0=7 prop
rang 0.
Hérédité :
SoitneN @n)! = t t t
oit n € N, on suppose que up, = ————.— et on veut montrer que
ppose q 2n= Som E 2 q
(2n+2)! b4
u = —.
22T 22 (g4 1))2 2
. 2n+1 - , N <
On sait que uy,+2 = —— U2, donc en utilisant ’hypothese de récurrence :

n
2n+1 2n)! 7 (2Cn+2)2n+1)@2n)! n
X = B
2n+2 22n(ph2 2 (2n+2)222n (ph2 "2

Un+2 =
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DONC ttzpen = 2n+2)! .z _ (2n+2)! 'z
22(n+1)222n(nl)? 2 22m+2((n+1))? 2
Conclusion :
D’apres le principe de récurrence, Vn e N, uy, = ﬂz
221 (nh)? 2

On conjecture et on démontre de fagon analogue que :
2271 (n|)2
@Cn+D!

2n)! gxfwmﬂ
22n(pn2’2  2n+ 1)

VneN, Uy =

5. SoitneN: Uy, X Usps1 =

2n)! T b4
Uop X U =X ==
an =l T o T 2 2@2n+ D)
6. lim w,= lm us,i1=¢donc lim sy, x Usyey = €2
n—+oo n—+oo n—+oo

Or, nEer Uapn X Uap+1 = nl_l,l}.loom =0
Donc ¢ = 0.

7. Soit n > 0: La suite (u,) est décroissante, doncon a us,—1 < Usy < Uop+1.
Comme tzp >0 Upp—1 X Uy < (Uzn)* < Uppi1 X Uzp.
En utilisant la question précédente : e < (tpp)?® <
n

T 22n+1
On montre de méme que SR (Uzp41)? < _T
T 2en+n =" =302n+2)

Comme tous ces nombres sont strictement positifs :
2(2n+2) - 1 - 22n+1)

n (Uzn+1)? m

22n+2 Upp |2 2@n+2) u
On a donc ( )s( 2n ) <1donc ( )s 2 <
4n Uon+1 4n Uzn+1
22n+2 u
lim \/ 2@n+2) =1 donc, d’apres le théoreme des gendarmes : lim 2n
n—+0o 4n n=+%0 Upp41

Upp ~ U2p+1.
+00

=1let

8. En utilisant les questions 5. et 7.,0n a uy,, X Uzp+1 I (Up,)? donc
o0

/2 T
(Uzn)® ~ ———— ~ —.
+00 220 +1) +o0 41

b3

Finalement, u,, ~ .

+too | 2x2n

N T .
On montre de méme que uUz,+1 ~ / ———- On abien

+oo \/ 2(2n+1)
b3
Un +00 2n )

2n)'n T
On en déduit que uy;, = L ~ 1/ — et finalement:
22n+1 (n!)Z +o0 \/ 41

— 4" (p))?
+oo 2y’
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9. Applications
On considere la série entiere

X (2
Z( n)x".
n=0 n
(2n+2)
An+1 n+1

“ )

ans1 _ (2n+2)1(n)? Lo @nr2@en+)

2
a. Soitx;éO:onposean:(:)x”:

a, o)\ ((n+1H2"  (n+1)?
a
Ainsi, lim |21 =4)x].
n—+oo| ay

1 1
D’apres le critere de d’Alembert, la série diverge si | x| > 1 et converge si | x| > 1

1
donc R=-.
4

2 1)\" 2n)!
b. La série est a termes positifs, et ( n) X (—) = @n)
n (n)?4r

4
2n)! 1
(n)24" +oo \/n

divergente. Donc la série diverge.

On utilise la question 8. : qui est le terme général d'une série

PartieC  Formule de Stirling
Upns1  (n+ D™ xnn en\/n nt+1/2
= = =e
Un  nle®(n+1)"n+l (n+D)Wn+l  (n+1)nFL2

ln(vn+l):—ln((n+ ) X — :—(n+—)ln(l+—)+l.
Upn n e 2 n

1. SoitneN:

On en déduit que 1n( UZH) =1-¢(n).
n
2, VneN,ln(U”“) =1-
v, +oo  12p?
Or, 1272 est le terme général d'une série convergente donc la série Zln( UZ: )
converge.
3. Smt nx1:
Z In ( vk“) = i In (V1) — i In (vy) = Z In (vg) — Z In (vg) = In (vp41) — In(vy).
e Vk k=1 k=1 =1
v = 1_\/T =edonc
i ln( UkH) =In(vys1) -1
k=1 Vk

n
On en déduit que In(v,,41) =1+ Z In ( v:j“ )
k=1 k

- Ao Vk+1 . .
La série de terme général In (—+) est convergente : soit £ sa limite.
Vk

La suite (In (v,)) converge vers ¢ + 1, et la suite (v,+1) converge vers C = el*l>0.

nle”
i o Cs01tn'~C\/_( )

4" (n))?
5. La deuxiéme formule de Wallis affirme que 7 ~

+00 (2’1)'\/_

4. ~ C donc
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2n
4"><C2xnx(2)
e

On utilise la question 4. : /7 o

(e.9]

. On en déduit que

Silo

2n
e

C\/ﬁ( )zn\/ﬁ

C V27, donc C = V27.
6. nl ~ C\/ﬁ(ﬁ)n = v2ry/n (=)
+00 e e

On en déduit la formule de Stirling :

n

n n
lorsque n tend vers +oo, n! ~ v2nn (—)
e
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