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a rendre le lundi 18 Novembre

Devoir a la maison n°2

Groupe CCP Exercice 1

Groupe Centrale | Exercices 2

Exercice 1
On se propose d’étudier quelques propriétés de la fonction numérique f définie sur R} par

la rel

Onn

1.

ation :

1 t

dr.

Vxel]%i,f(x):f

0 X+t
e cherchera pas a calculer I'intégrale définissant f(x).

Rappeler la définition d'une fonction numérique décroissante sur un intervalle I de
R.

En déduire que f est décroissante sur R} .

2. Soit xp un réel strictement positif quelconque.

X 2e|x—x
a. Montrer que: Vx € [?0;+oo[, |f(x)—f(x0)| < %
X,

0
b. En déduire que f est continue au point x.

e—1 e—1
. Montrer que pour tout réel x strictement positif : 1 <fx)s—.
X x

e—1
En déduire: f(x) ~ —.
+oo X

a. En utilisant I'inégalité des accroissements finis, déterminer un réel positif M tel
que:Vre|[0;1], et—1| < Mt.

b. Soit g la fonction numérique définie sur R’ par la relation :

let_l
VxeR¥, g(x) =
+80) fo X+t

Montrer que g est bornée sur R7.

dr.

c. Montrer finalement: f(x) (; —Inx.

11
Indication : Remarquer que pour x strictement positif, f(x) = f Ttdt + g(x).
0o X

. Dans cette question, on se propose de déterminer une valeur approchée a2 10~2 prés

de f(1).
On introduit la fonction & définie sur [0; 1] par la relation :

t
Vie[0:1], h(t) = ——.

1+1¢
On définit également deux suites (1) ;> €t (V,),>1 par:
14 (k 1=l (k+1
YneN* u,==) h(—) etv,=—) h(—)
niZy, \n ni, n

a. Vérifier que la fonction h est strictement croissante sur le segment [0; 1].

b. Donner une interprétation graphique des réels u;, et v,.

1 (k (k+1)/n 1 (k+1
c. Montrerque:Vke{0,1,2,...,n— 1},—h(—) sf h(t)dt < —h(—)
n \n kin n n
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2 T

d. Déduire de ce qui précede que: VrneN*,|f(1) -

Up, + U
e. Déterminer une valeur explicite de n, notée ny, telle que % soit une valeur
) L1072
approchée de f(1) a — pres.
En déduire une valeur décimale approchée de f(1) a 1072 pres, de la forme 1—50,

ol p désigne un entier naturel. On expliquera la démarche utilisée.

Exercice 2
PartieA Ftude d’une fonction
On consideére la fonction ¢ définie sur I'intervalle I =]0; +ool par :

a & L b=

In

1
1+-].
t

Calculer les dérivées premieres et seconde ¢’ () et ¢"(1).

(zf)—(t+1
b= 2

Déterminer: lim ¢'(r) et lim ().
t—+00 t—+o00o

Montrer que: Vte I, ¢'(t) <0.

En déduire que: Vre I, ¢(t) = 1.

a . . .
Donner sous la forme L un équivalent de ¢(f) — 1 au voisinage de +oo.

PartieB Formules de Wallis
On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

b/

2
un:f cos(r)dt.
0

1. Calculer ugy, 1y et us.

. Montrer que la suite (u;) est décroissante puis qu’elle converge vers une limite que

I’on notera #.

3. Etablir une relation de récurrence, pour n = 2, entre u, et uy,o.

4. En déduire une expression, sous forme de produits, de u,,, et deuy;,+1. On donnera

ensuite une expression de ces termes a ’aide de factorielles, de puissances de 2 et du
nombre 7.

. Montrer que, pour n :

T

Uopn X U = .
2n 2n+1 2(2n+1)

6. En déduire la valeur de #.

7. En utilisant le fait que la suite (u,) est décroissante, montrer que lorsque n tend vers

+00: Uy ~ U2p+1-

Etablir, a 'aide des questions précédentes, les formules (de Wallis) : lorsque n tend
Vers +00 :

u VA
" 2n
et
4" ()2
hm~ ——-—.
2n)\vn
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9. Application
On considere la série entiere
S (2n) ,
> x".
n=0 n
a. calculer le rayon R de convergence de cette série entiere.

b. Déterminer la nature de la série

Z(Z:)R”.

PartieC  Formule de Stirling
On considére a présent la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par :

nle”

UV, =
" nnyn

Un+1
Un

1. Exprimer ln( ) al’aide de la fonction ¢ étudiée précédemment.

v
2. En déduire la nature de la série Zln( Z“ )
n

3. Apres avoir établi que, pourn=1:

1 Unt+1)| _
Zh’l —ll’l(l)n+1)—1
k=1

Un

montrer que la suite (v,) converge une limite positive non nulle C.

4. En déduire un équivalent, lorsque n tend vers +oo, de n! en fonction de puissance de
n, de 'exponentielle et de C.

5. Al’aide de la deuxieme formule de Wallis, calculer C en fonction de 7.

6. En déduire la formule de Stirling :

n\n
lorsque n tend vers +oo, n! ~ \/Znn(—)
e
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