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samedi 9 octobre 2021
CORRIGEDS n°2 CS
Exercice 1
3n+1
1. Pourn>0,ona — >
n(n +1D(n+2)
3n+1 3
De plus, ——————— ~ — qui est le terme général d’une série de Rieman
nn+1)(n+2) foo
convergente.
3n+1 N . L.
Donc la série Z ————  est convergente d’apres le critere d’équivalence.

nso h(n+1)(n+2)
2. On cherche trois réels a, f et y tels que pour pour tout entier n > 0, on ait :

3n+1 _a B Y
nn+1)(n+2) n n+l n+2

1
En multipliant les deux membres de cette égalité par netpourn=0onaa = —.

En multipliant les deux membres de cette égalité par n+ 1 etpourn=—-1ona ff =2.

En multipliant les deux membres de cette égalité par n+2 et pour n=-2ona
5
r=-5

3n+1 1/2 2 5/2
Dong, pour tout n >0, on a =

_— = — 4 )
nn+1)(n+2) n n+l n+2

3. Soit n>0: on écrit la somme partielle d’ordre n de la série :
1 3k+1 1 & 1 o] 54 1

S - - N
" kzk(k+1)(k+2) zk1 —k+1 25 k+2
1 &1 il 52
— —4+2 —_ — =
zk;k I
1, 1 &1 1) 5(&1 1 1
=—|1+=+) — —|-= —+ +

2 2 Z::k) ( n+l 3k) Z(kzz‘gjk n+1 n+2)

1 2 5 1 1
Sp= Ligo2 Z P ——[—+
2 2)\izs k] 2 4 n+l 2\n+1 n+2

On en déduit que hm Sp=

8»J>|\1

- 3n+1 7
Donc la série converge vers Z —_—— =
i hn+)(n+2) 4

Exercice 2

Voir le corrigé du TD!

Exercice 3

s . N . . n*-2n+3
On considere la série entiére f(x) de terme général —‘x”.
n!
n’>-2n+3
1. Pour x #0 et neN, on pose b, = —'x”.
n!
bu1| [(n+D?=2(n+1)+3] xn! (n+1)%n! | x|
Ona = x| ~ ——|x| ~ .
by, (n2-2n+3)x(n+1)! +oo p2(n+1)!" +oo n+1
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. bn+1
On a donc, pour tout réel x, lim
n—+

=0 < 1 donc, d’apres le critere de

n
d’Alembert, cette série converge pour tout réel x.

Ainsi, le rayon de convergence de cette série entiére est R = +oo.

+00 xn
2. On sait que pour tout réel x, onae* = —
n=0 "
D’apres le théoreme de dérivation des séries entieres, on a donc :
+00 xn—l +00 xn +00 xn
€)'=>n etdoncxe*=) n—=> n—.
- n! — n! — n!
n=1 n=1 n=0
+00 n—1 +00 xn +00 xn
De méme, on a (xe¥)’ = Z n? etdonc x(x+1)e* = Z n>=— = Z n’>=—.
= - n! - n!
n=1 n=1 n=0

Or, toutes ces séries ont le méme rayon de convergence, et comme ’ensemble des
séries convergentes est un espace vectoriel, on a:

*npt-2n+3 , n* , n_, _x"
Y —————x"=—x"-2—x"+3=).
=0 n! n! n! n!

On en déduit que f(x) = x(x + 1)e* —2xe* +3e* = (x* —x + 3) e”.

Exercice 4
On considére I'application définie pour tout polynéme P de R3[X] par :

@(P)=(1+X)P' -2P.

1. Montrons que ¢ est linéaire :
Soit P; et P, deux polynémes de R3[X] et A réel :
@ (AP1+ Py) = (1+X) (APy + Py) =2 (AP; + Py).
Lopérateur de dérivation étant linéaire, on a:
@ (AP1+ P2) = A1+ X)P| + (1 + X)P, —2AP; — 2P, = A (P1) + ¢ (P2) et @ est linéaire.
Montrons que pour P € R3[X], on a ¢ (P) € R3[X].
Soit P € R3[X], on a donc deg(P) < 3 et deg(P’) < 2 donc deg((X +1)P’) <3 et comme
deg(2P) <3, on a bien deg((X + 1)P' —2P) < 3 et donc ¢(P) € R3[X].
Ainsi, ¢ est est un endomorphisme de R3[X].

2. On montre facilement que (1) = -2, 9 (X) = -X+1, ¢(X?) =0, ¢ (X?) = X3 +3X2.
On en déduit que la matrice A de ¢ dans la base canonique {1, X, X?, X3} de R3[X]

est:
-2 1 00
0 -1 00
A= 0 0 0 3
0 0 01
3. Soit P = aX®+ bX?+ cX +d € R3[X] un élément du noyau de ¢.
-2 1 0 0)\(d 0
0 -1 0 Of(c 0
Ona@(P)=0<< o o o sllpal=lol
0 0 0 1)\a 0

On résout le systéme associé a la matrice A et on trouve facilement que ses solutions
sont les quadruplets (a, b, ¢, d) qui vérifient 'égalité a=c=d = 0.

On a donc P eker(¢) < P = aX? et donc une base de ker(¢) est {X?}.

D’apres le théoréme du rang, on a dim Im(¢p) = 4—dim ker(¢) donc dim Im(¢) = 3.
En regardant la matrice A, on voit que les polynomes -2, 1 — X et 3X2 + X3
appartiennent a Im(¢). Ces polyndmes constituent une famille libre (ils sont de
degré échelonnés) donc la famille {—2, 1-X,3X%+ X3}~ constituent une base de

Im(¢p).
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4. Montrons par récurrence que :

=2)" (-D"=(=2)" 0 0
0 (-nr 0 0
* n_
VneN", A" = 0 0 o 3l
0 0 0 1
Initialisation (n =1):
2" -D'-=2' 0 0
0 D! 00
1_ _
Aurangl,ona A" =Aet 0 0 0 3 =A
0 0 0 1
Ainsi, la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité :
=2)" (-D"=(=2)" 0 0
Soit n € N*. On suppose que A” = 0 0 0 3 et on veut montrer
0 0 01
que
(_2)n+1 (_1)n+1 _ (_2)n+1 0 0
| 0 (-1n+t 00
0 0 0 3
0 0 01
-2 1 00 2" (-D"=(=2)" 0 0
0 -1 00 0 (-n~ 00
n+l _ n_
Or,ona A =AA"= 0 o o 3l 0 0 0 3
0 0 01 0 0 0 1
(=2)"1 —2.(-1)"=(-2)"*1+(-1)" 0 0
0 (—nnH! 0 0
n+l _
Donc A" = 0 0 0 3l
0 0 0 1
Or, =2.(-1)" = (=2)"" 1 + (- 1)" = (= 1)" (=2 + 1) — (=2)"" = (=1)"*! - (=2)"*! et donc
ona:
(_2)n+1 (_1)n+1 _ (_2)n+1 00
-1 n+1
AL = 8 ( ()) 8 g et la propriété est bien héréditaire.
0 0 0 1

Conclusion :
La propriété est vraie au rang 1 et est héréditaire donc, d’apres le principe de
récurrence, on a bien :

2" =D"-(-2" 0 0
0 G 00
* n __
¥neN",A"=| 0 0 3l
0 0 01
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Exercice 5

1
1. Ilzf (1-x)e*dx.
0

On pose u(x) =1—xet v'(x) =e*, onadonc u/(x) = -1 et v(x) = e”.
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1] et d’apres la formule d'IPP, on a:
1
L= [(l—x)ex](l)+f edx=—1+[e*]y=e-2.
0
Ainsi, I; =e—2.
2. Pour x€[0,1],ona0<1-x<letdonc0=<(1-x)"<1donc:
0<s(1-x)"e*<e*etcommesur[0,1],onae*<e,onal<(1-x)"e*<e.
En intégrant cette inégalité, on trouve :
e

n!

1
3. a. SoitneN*:onal, ;= f (1-x)""e*dx.
0

(n+1)!

1-— n+1 1—x)"
On pose u(x) = a-0" et v'(x) = e*, et donc u'(x) = _{-x

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1] et d’apres la formule d'IPP, on a:

et v(x) =e”.

1-x)" et 1 pla—xn
I = a-x e +—f ( ) e*dx, soit :
(n+1)! o nlJo n!
1 =1 L
n+l —1n (I’l+1)!

n
b. On montre par récurrence la propriété : Vne N*, I, = e — —
p=0 p:
Initialisation(n = 1).

o 1 1 . .
Aurang 1, la propriété s’écrit Iy =e— — — — ce quiest vraicar I = e —2.

o 1!
Hérédité .
Soit n € N*. On suppose que [,, = e — Z — etonveut montrer que
p=0F"
n+l 1
In+1 =e— _'.
p=0 p:
D’apres la question précédente, ona I,,41 = I, — i donc en utilisant
n+1)!
I’hypothese de récurrence :
no1 1 n+1 1
Iyyn=e—) —-— =e—) —.
p=0 p! (n+1)! p=0 p!
Ainsi, la propriété est héréditaire.
Conclusion
La propriété est vraie au rang 1 et elle est héréditaire donc d’apres le principe de
récurrence :
]
VneN* I,=e— —
p=0 p:
4. D’apres la question 2. et en utilisant le théoreme des gendarmes,ona lim [, =0

n—+oo

LA
donc lim (e— E —):0, soit :
n—+oo — |

p=0 p:
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