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TD Chapitre 6 : Intégration

Exercice 1

+00
1. A= f e 'dt: A est une intégrale impropre en +oo.
0

La fonction ¢ — e~ ! est continue sur [0; +o0l.
+00

A estdu type f e *'dravec a >0 donc A est convergente.
0

X b
SoitX>0:f efdr=[-e"];=1-e*

0

X

A= lim eldt= lim 1-e X=1.
X—+00Jp X—+o0
+00
2. B= 1dt: B est une intégrale impropre en +oo.

0
La fonction ¢ — 1 est continue sur [1;+ool.
X

Soit X >0 :f 1der= [t]()f = X avec lim X =+oodonc B diverge vers +oo.

0 X—+o0

1
3. C= f - : C est une intégrale impropre en 1.
0 -t

La fonction ¢ —

est continue et positive sur [0; 1].

1-¢
Onposeu=1-t¢: - = u~ "2 donc I'intégrale C est une intégrale de Riemann
-1
convergente.
Soit X >0 herche li e
oi : on cherche lim .
X=1Jo Vv1-t
f =|-2vi=i| =-2vi-X+2.C=lim = lim —2vVI-X+2=2.
0 v1-1t 0 X=1Jo v1-t X-1
+00 t
4. D= f ———d¢: D est une intégrale impropre en +oo.
1 (1 + £2)2
La fonction t — ——— est continue et positive sur [1; 4+ool.
(1+12)?
r

—— ~ —3 donc D est une intégrale convergente par équivalence avec une
(14 £2)= +oo ¢
intégrale de Riemann convergente.

X
t
Soit X > 0: on cherche lim ———dt
X—+o0J; (14 12)2

fX t 1 11X 1 1 1]

——dt=|-=x =—-=X —-=
1 (1+12)2 2 1+12), 2 [1+Xx2 2

) Xt ) 1 1 1 1
D= hm —dt: 111’1’1 —— X | | = —.

X—+ooJ1 (1+ t2)2 X—+oo 2 1+X2 2 4

+00
5. E= f te”'dt : E est une intégrale impropre en +oo.
0
La fonction ¢ — te~! est continue et positive sur [1; +ool.
1
On sait que tliin 3¢~ = 0 donc, pour ¢ assez grand, e ' <lette ! < L
—+00

E est donc une intégrale convergente par théoréme de comparaison avec une

intégrale de Riemann convergente.
+oo

Soit X > 0: on cherche lim te”tdr.
X—+00 Jo

Onpose u(t)=tet v'(r)=e~'.Onadonc u'(r) =1 et v(t) = —e'. uet vsontde
classe C! sur [0, X] donc, d’aprés la formule d'IPP, on a:
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X —t3s_ -11X X -t _ -X -11X _ -X_ X
re”'dr=[-re']g+ | e'=-Xe " +[-e'|;=-Xe " -e " +1.
0 0
+00

E= lim re fdr= lim Xe X-e X+1=1
X—+o00Jo X—+o00

0

2

6. F= f te” " dt : F est une intégrale impropre en —oo.
—00

La fonction ¢ — te™ !

2 . L .

est continue et négative sur | —oo; 0].
. 3.2 _ . -2 l
thm r’e =0 donc, pour ¢ assez petit, on a |te < o
——00

F est une intégrale absolument convergente (par comparaison avec une intégrale de

Riemann convergente) donc F est convergente.

0 0 0

1 1 1
Soit X <0: on cherche lim te_tzdt.Or,f [e—fzdt:[__e—tz __ 1.l -x
X——-ooJx X 2 ¥ 279
1 1 1
DoncF= lim ——+-e X =-Z
X—-c0 2 2 2

+00
4
7. G= f T2 dt: G est une intégrale impropre en +oo.
0
La fonction ¢t — ¢

Te 2 10 7 donc G est une intégrale divergente par équivalence avec une intégrale
(e.9]

de Riemann divergente.

2 est continue et positive sur [0; +oo].

+00 1
8. H= f (2 — ;) dx : H est une intégrale impropre en +oo.
b/

La fonction x — 2 — = est continue sur [r; +o0ol.
X

1
2— —) =2 donc H est une intégrale grossierement divergente.

+00 dt
9. I= f —— : ] est une intégrale impropre en +oo.
2 tint

t
La fonction ¢ — T est continue sur [2; +o0l.

. _ X dt
Soit X > 0:on cherche lim .
X—+o0Jo tInt

X dr .
f —— =[In(n(#))]; =In(InX) -1Inln2
2

tint M
I= lim —— = lim In(InX)-1Inln2 = +oco.
X—+00J2 tInt X—+o0
I est une intégrale divergente vers +oo.
+00 dt
10. /= fz m: J est une intégrale impropre en +oo.
t
La fonction t — ———— est continue sur [2; +oo|.
tIntln(In?)
. _ X dt
Soit X > 0: on cherche lim .
N X—+ooJs tIntin(lni)
dr
— = [n(nIn®))]¥ =In(n(n X)) -In(nln2
fz nein(ng (In(In (In(7)))]; =In(In(In X)) —In(Inln2)
J= lim fX di lim In(In(InX))-In(nln2) =+
= S —— - = +00.
X—+ooJo tIntln(nt) X—+oo

J est une intégrale divergente vers +oo.

Exercice 2

t©2+Int L .
1. A= ) df: A est une intégrale impropre en +oo.
0
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. 2+Int
La fonction ¢ —

2+Int Int nt 1 e .
~ — et, pour f assez grand, — > — donc 'intégrale A diverge.
r+4 +oo ¢ r t

est continue sur [0; +oo[ et positive pour ¢ assez grand.

+0o0 1
2. B= f In (1 + ?) d?: B est une intégrale impropre en +oo.
1
1
La fonction ¢ — In (1 + ?) est continue et positive sur [1; +ool.

1 1
In (1 + ﬁ) ol donc B est une intégrale convergente par équivalence avec une
(0,9)

intégrale de Riemann convergente.

+00 t— 5
3. C= f ———dt : C est une intégrale impropre en +oo.
0o P+4r+4

La fonction ¢t — — - est continue sur [0; +oo| et positive pour ¢ assez grand.
. t“+4t+4

— - ~ - donc C estune intégrale divergente par équivalence avec une
PP4At+4 +ot _
intégrale de Riemann divergente.

21
4. D= f 2 tdt : D est une intégrale impropre en 1.
L 22—

La fonction ¢ —

1 - o . P o
i donc D est une intégrale divergente par équivalence avec une intégrale
de Riemann convergente.

est continue et positive sur |1;2].

tInt L .
5. E= —-dt: E est une intégrale impropre en +oo.
1 t?
. Int ) i
La fonction t — 7 est continue et positive sur [1; +ool.

. . Int Int
On sait que lim — =0 donc, pour ¢ assez grand, — < 1 etIln# < /1.
—+ \/f \/;

.. Int 1 .
Ainsi, pour t assz grand, =z < T donc E est une intégrale convergente par
comparaison avec une intégrale de Riemann convergente.
+00 Si
6. F= f Tdt : F est une intégrale impropre en 0 et en +oo.
0
. sint . . sint
La fonction ¢ — 7 est continue sur ]0; +ool. Pour ¢ proche de 0™, 7 > 0.
. sint 1
sint ~ tdonc —— ~ —
0 2 ot

1 .
sint . . P . .
f 7 est une intégrale divergente par équivalence avec une intégrale de Riemann
0

divergente.
Ainsi, F est une intégrale divergente.

llnt
7. G= f ——dt: G est une intégrale impropre en 0 et en 1.
0

sin ¢
La fonction ¢ — — est continue et positive sur ]0; 1.

Int
t—1~-1donc—— ~-Int
0 10

1/2 ln t
f ——dt est une intégrale convergente par équivalence avec une intégrale de
0

référence convergente.
Int In(1-w)
Onposeu=1-t: =- ~

= 1
r—1 u 0
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0
nit o P I
f ——dt est une intégrale convergente par équivalence avec une intégrale
1

nt—1
convergente.
o o U2 1n¢ 0 Int
Ainsi, G est une intégrale convergente et G = ﬁdt + ﬁdt
0 - 1/2 L=

+00
2
8. H= f e !"dt: H est une intégrale impropre en +oo.
0

La fonction f — e— 2 est continue et positive sur [0; +ool.
Pourt>0,0onat>t? et —t2>—tdonce ’ <e ’.
Donc H est une intégrale convergente par comparaison avec une intégrale de
référence convergente.

1
9. I= f ——————dt: I estune intégrale impropre en 0.
0 V4312 +¢

La fonction ¢ — e—t? est continue et positive sur ]0; +1].
1

Vit 431211 0 17

intégrale de Riemann divergente.

donc I est une intégrale divergente par équivalence avec une

Exercice 3
1 t—2 )_(tz—t+1)—(t—2)(t+1)_tz—t+1—(t2—t—2)_ 3
1+t 2—t+1) A+0(2—t+1) B 1+13 C1+13
1 1 1 r—2
Pour t e R\{—-1},0on a =— — .
1+83 3\1+t rP—-t+1
. 1 1 1 1 2t-1 3/2 .
2. Soit A>0. =— - — + Les fonctions
1+ 3\14+t 2£2—t+1 2-t+1
1 2t—-2

t— JE— 5 sont continues sur [0; A].
1+t t“—t+1

Une primitive de t — o7 sur [0; Al estIn(1 + 7).

Une primitive de 7— sur [0; Al estIn (#* — £+ 1).

rP—t+1
3/2 3/2 _ 4/3x3/2 3 2
2-r+1 1\2 3 12 4 |2 1)12
(t__) $3 (t__) A _(t__) 1
2 4 2 3 V3 2
3/2 2 X V3
= = X ———.
2—t+1 (2t—1)2 . (21‘—1)2 .
— + — | +
V3 V3
. e 2 2r—1
Ainsi, une primitive de t — sur [0; A] est v/3Arctan .
r2—t+1 V3
Finalement,une primitive de e sur [0; A] est

1 1, 20-1
g(ln(1+t)—51n(t —t+1)+\/§Arctan( 75 ))

3. Soit X>0:
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X

fX de 1
o 1+ 3

1 2t—1
In(Q+8)—-In(?-t+1 +\/§Arctan( )

0

1(1 ( 1+ X +v/3 Arct (2X_1)+\/§A t ( ! ))
=—|ln| ——— rctan| —— rctan | ———
3U \Wx2-X+1 V3 V3
1+X L d I 1( 1+X )0
_— ~ onc lim In|———|=
VX2-X+17*® X—too \VX2-X+1
. 2X-1 . 2X-1 b/
lim =+oodonc lim Arctan =—,
X—+c0 /3 X—+00 V3 2
1 T 1 3 3
En outre, Arctan(——):——doncl est convergente et I = — L+L
NG 2 ' 6
2V3n
I=
9
Exercice 4
tu—l

1. Lintégrale est une intégrale impropre en 0 et en +oo. La fonction ¢t — aspure est

continue et positive sur ]0, +ool.

tu—l
~ donc I'intégrale f —_—
(1+t)u+v 0+ tl—u 0 (1+ I)LH'”
1—u<lsoitu>10.
e

1 tu—l

Ona d¢ converge si et seulement si

u-1

(1+ p)utv

En outre, dt converge si et

+00
~ donc I'intégrale
(1+ H)Ut? +oo v 8 j;
seulement si v+ 1> 1 soit v > 0.
Finalement,l'intégrale (u, v) est convergente si et seulement si u et v sont

strictement positifs.
2. Soit u et v deux réels strictement positifs. Démontrer successivement les égalités
suivantes :
+00 tu—l

a. (u+1,v)=f —dt.

ﬁ 0 (1+1) u+v+l

X tl/l—l
Soit X>0etO0<e<X:f(u+l,v)= lim

e—0,X—+00Je (1 + p)utv+l

On pose f (1) =t"%et g'(¢) = 1+ nerv+t :

1

o Qepee f et g sont de classe C! sur [¢; X]
u+v

ona f'(t) =ut" letg(r) =-

donc on peut utiliser la formule d’intégration par parties :

- = | — X .
e (14 putv+l u+v A+n4v|, u+v)e (Q+putv
eu u
Ona——— ~e“donclim——=0
(1+€)4+V o e—0 (L +€)4+?
xu X4 1 d i X 0
na ~ =—donc lim ——=
(1+X)u+l/ +00 Xu+l/ XU X—+00 (1+X)u+l/

En passant a la limite, on a donc:

Bu+1,v) = ——Bu, v)
u+rv
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+°°( 1 )”‘1 1 1

b. On remarque que B(u, v) =f T11: 1+0r? x 1+ t)zdt'

0

1
La fonction ¢ : t — —— est une bijection de classe C!, de]0,+oo[ sur]0;1[ et

I’écriture ci-dessus permet d’affirmer que :

+00
Bu,v) :fo (1-90)“ "' ]¢'(1)|dr

. Dong, en effectuant le changement de variable défini par x = ¢(#), on trouve :
1
Bu,v) =f 1-x0“1x"dx
0

c. Lafonction ¢ : £ — 1 -t est une est une bijection de classe C!, de ]0;1[ sur ]0;1[ et
le changement de variable défini par y = ¢(t) permet d’écrire que :

1 0
ﬁ(u,v)zfo 1-x* ! x"! dt:f1 W1 -y" " x (-Ddy
On a donc

B(u,v) = B(v, u)
3. a. On utilise la relation établie a la question 2.a:
Bn+1,a) = n B(n,a)
" n+a

n-1
ﬁ(”l, a) = mﬁ(”l— 1,a)

On montre facilement par récurrence que Vn € N,on a

!
pn+1,a)= n.
ala+1)(a+2)...(a+n)

. )" . .
b. Lafonctiont—|1-— —) t%1 est continue, et positive sur [0; n].
n

-1 nt“‘1~ L
n 0 tl_a

1
Comme 1 - a < 1, l'intégrale f
0

dt

ra-1 :

Donc !’ intégrale f

1 n
A
(1 - —) 2 de converge, et par conséquent I, (a)converge.
0

n
t
La fonction ¢ : t — — est une bijection de classe C!, de [0; 1] sur [0;1] et le

changement de variable défini par x = ¢(¢) permet d’écrire que :

1
In(a):f (1-2"nx) ' ndx=n*B(n+1,a)
0

n'n?

I,(a) =
aa+1)...(a+n)
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Exercice 5

Lintégrale f _—
& 0 (1+ x2)2

+00 2

dx est une intégrale impropre en +oo.

. 1-x? . L .
La fonction x — ———— est continue sur [0, +ool, et négative au voisinage de +oo.

(1+x2)2

1—x? . . o
———— ~ —— donc I est une intégrale convergente par équivalence avec une intégrale
(14 x°)= oo Xx

de Riemann convergente.

1
La fonction ¢ : x — p est une bijection de classe C! de ]0; +oo[ dans ]0; +oo| et le

1
changement de variable défini par t = — permet d’écrire que :
x

— =1 2
+00 2 1 +00 t_l
I:f x—z—zdx:f —Zdt
0 (1 )% o (r2+1)
—2+1 X
X

OnadoncI=-1soit I =0.

Exercice 6

Lintégrale I est une intégrale impropre en 0 et en +oo.
-Vx
e

X

La fonction x —

e Vx 1
~ — donc l'intégrale f
VX 0t X 0 Vx

une intégrale de Riemann convergente.

est continue et positive sur ]0; +oo|.

1 e—\/}

dx est une intégrale convergente par équivalence avec

e_ﬁ 1
<

VE (V)

On sait que lim (\/})2 e~V* =0 donc, pour x assez grand, (\/})2 e Viclet

X—+00

+00 o= VX

On en déduit que l'intégrale f
1 VX
avec une intégrale de Riemann convergente.

dx est une intégrale convergente par comparaison

Finalement, I est une intégrale convergente par somme de ces deux intégrales.
_\/} X
e
dx=-2 [e_ﬁ] :Z(e_‘/z—e_ﬁ)
NE: ‘

X
SoitX>0et0<e<X:f
€

I= lim Z(e_‘/g—e_‘/y) =2

€—0,X—+o00

Exercice 7 o
Pour tout entier naturel 7, on pose I, = f In(x+n)e” ™ dx.
0

+00
1. = j In(x) dx et lirP In x = +o0o0 donc I est grossierement divergente.
0 X—+00

2. Soit n> 0. L'intégrale I, est une intégrale impropre en +oo.
La fonction x — In(x + n)e™"* est continue et positive sur [0, +ool.
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On sait que liI_P x%In(x + n)e™" = 0 donc, pour x assez grand, x*>In(x + n)e ¥ < 1
X—+00
etln(x+n)e ™ < —.
X2
Ainsi, I'intégrale I,, est convergente par comparaison avec une intégrale de Riemann
convergente.

3. Soit n>1:1a fonction In est croissante sur ]0; +oo[ donc pour tout x >0ona:

+oo Inn
In(x+n)=Innet Inzf Inne ™dx = —.
0 n

1
4. Pour n>3,onalnn>1etl, >=— doncle terme général de la série }_ I, est plus grand
n

que celui de la série harmonique qui est divergente.
La série de terme général I, est divergente.

5. a. Soit X >0.On pose u(x) =In(x + n), et v'(x) = e~ "*,

—nx

On adonc ¢/ (x) = etv(x)=——e
xX+n n

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, +oo[ donc, d’apres la formule d’IPP,

ona: X
1 Xe—nx
+—f dx
0 nJo x+n

—1n(x+n)e_nx

X
f In(x+n)e ™ dx=
0 n

X —-In(X+n Inn 1 [Xe ™
Doncf In(x+n)e ™dx= ¥e_”x +— f
0 0

n n n xX+n

Onsaitque lim In(X+ n)e "X =0 donc, en passant a la limite :

X—+00
Inn 1 [t® e
n nJo x+n

1 . .
< — et par croissance de I'intégrale :
n

+00 —nx +00
e 1 _ 1
f dxs—f e ”xdx:—z
0o X+n nJo n

b. Pour x >0,0na

+oo g iX Inn
c. D’apres la question précédente, f dx=o0 (—) donc:
0 xX+n n
Inn Inn
I, = — +o|——|et finalement :
n n

L . inn
I, est équivalent a — en +oo.
n

Exercice 8
Lintégrale I est une intégrale impropre en + et en +oo.

. sin ¢ .
1. Lafonction ¢t — T est continue sur ]0, +o0l.

1

. sin ¢ e sint
Onasint = t donc % 1 etl'intégrale Tdt est convergente.
0

1
Soit X > 1:On pose u'(t) =sint et v(r) = -

On adonc u(t) =—costet V' (t) = 7

u et v sont de classe C! sur [1; X] donc d’apres la formule d’'IPP, on a:
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Xsint [—-cost]|X [Xcost
= - —dt.
1t 2 |1, N
cost 1 X o
Pourt=1,ona 2 == donc 2 d? est une intégrale absolument
X 1
convergente (donc convergente) par comparaison avec une intégrale de Riemann
convergente.
—cost]¥ —cosX
5 =—5 — tcos 1.
t 0 X
) . cos X
t— cost estbornée sur [1,+oo[ donc lim =0
X—400 X
+00
Finalement, f —— dt est convergente et [ est convergente par somme.
1

2. a. SoitteR:|sint| <1 doncsin®t=sint et V/sin? = V/sin? ¢ soit |sin ¢| = sin? £.

b. Soit x = 1:pour ¢ > x, on a |sin t| = sin? ¢ donc par croissante de l'intégrale :
+oo|gin t +00 gin? ¢ 00 ] —cos2t
[ fm s [ g o [ sz,
1 1 1

r 2t
. , ]‘
c. Soit X=1:0npose u'(t) =cos2tet v(f) = 27

t

On adonc u(t) = sin2t etv'(r) = L
2 S22

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [1; X] donc, d’apreés la formule d'IPP :

X cos2t sin2¢]1X  [Xsin2t
= + dr.
1 2t ar |y, Jo 4r?

2 cos(21)

Comme a la question 1., on montre facilement que f dt estune

1
intégrale convergente.

X sin® t In X cos2t
d.f - dt:—x—f dr.
1 1

¢ 2 2t
D’apres la question précédente, I'intégrale deuxiéme terme de la somme est

. Inx
convergente et lll’P - = +o0o0 donc I n’est pas absolument convergente.
X—+00

3. Soit a=0:1il est évident que I(a) =0.
Soita > 0 : on montre facilement (comme a la question 1.) que I(a) est une intégrale
convergente.
La fonction ¢ : t— at est une bijection de classe C! de ]0; +oo[ sur ]0; +oo[ et le
changement de variable défini par x = at permet d’écrire que :

tOgint 7T
I(a):f —dt=1=—.
0 t 2

m
Soita < 0: tsint estimpaire donc I(—a=—1(a) = —3

—— s8i a<0

+o sin(at) 2
Donc di=< 0 si a=0

0 /3 .
— si a>0

2
. in? ¢ . .
4. a. Lafonction t— 2 est continue et positive sur ]0, +ool.
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12

, sin
On asin?t ~ 2 donc >
0 t

1 sin?

r vy 4
~ 1 et I'intégrale f
0 0

7 d¢ est convergente.

sint 1 +00 gin? ¢ L
dt est une intégrale convergente
1

Pourtoutt=1,ona ; > — donc 3

par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente.
Finalement, J est une intégrale convergente par somme.

b. Soit0<e < x. !
On pose u(t) =sin’ tet v'(t) = et

1
Onadonc v/ () =2sintcost =sin2t et v(t) = —

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [e; X] donc d’apres la formule d’IPP :
X sin? ¢ sin?t]” *sin(2t
f 5 dr= [— + f 1) dr
€ A t € € t

sin? X sin%e
= +
¢ X €

) X
sin?t

A

. 9 ) . sin® X
t — sin“ ¢ est bornée sur [e; X] donc Xllm =0
—+00

sine sine

~¢etlim =0.
€ 0 e—0 €

sine ~ €2 donc

J= lim dr

€—0,X—+o00 Je

*sin®t +t0sin2t
>— di =
t 0 t
. T
Donc, d’apres la question 2., ona J =1, = >

Exercice 9

1. Lintégrale est impropre en 0 et en +oo.

La fonction ¢ — est continue sur ]0; +ool, elle est négative sur ]0; 1[ et positive

+ 12

sur |1, +ool. X

Int nt )
Ona 5 ~Int donc f 5 d? est convergente par équivalence avec une
1+t? 0 0o 1+¢

intégrale de référence convergente.

Int Int
On sait que tlir+n — =0donc pour t assez grand, — < letlnt < V.

VT
In¢ Vi 3/2

~

On a dongc, pour t assez grand, —— <
P 8 1+12 1412 +oo

o Int

Lintégrale f T2 dt est donc convergente par comparaison avec une intégrale
1

de Riemann convergente.

Finalement, l'intégrale est convergente et

o0 Int L Int o0 Int
f dt:f n dt+f LI
0 1+ 12 0o 1+1¢2 1 1+ 12

1
Lafonction¢g: t— p est une bijection de classe C! de 10, +oo] sur ]0, +ool.

du

1 1
Onpose u = — doncdu =—-—drsoitdsr = ——.
r t u
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f+°° Int fo —lnu du f+°° du
dt = x— o
0 1+ ¢2 i u? 0 1+ u?

+00 t

On en déduit que f
0 1+¢2

2. Lintégrale est impropre en a et b.
1

La fonction x — est continue et positive sur ]a; b|.

\/(b—x}(x—a)1 )

Convergence ena:.ona ~ .
\/{b—x)(x— a) “1\/(1?— a)(x— a)

donc cette intégrale est équivalente

Onposeu=x-a:

. o Vib-a)(x-a) V(b-au
a une intégrale de Riemann convergente : elle est convergente.
On prouve de méme que l'intégrale est convergente en b.

a+b b—a

+u est une bijection de classe C' de]la, b[ sur]0,+ool.

La fonction ¢ : x —

a+b b—a b-a

On pose x = > +u doncdx = dz.
b 1
1 1 b-a
f dx :f X dt
a Vib-x)(x—a) -1 \/(b—a)(l—u)x(b—a)(1+u) 2
2 2
B fl dt
-1vV1- u2 )
Soita>-letffi<l:= fﬁ e _ [Arcsin t]’6 = Arcsin a — Arcsin 8
o Je VI—W2 “
Or, = fl e _ lim Arcsina—Arcsin f=n
CJaVi—wZ a—-1p-1
3. Lintégrale est impropre en 0 et en 1.
. In(1-17%) . .

La fonction ¢t — T est continue et négative sur ]0; 1[.

In(1-#) -2 12 In (1 - 1?)
Ona ~ =-1donc f ————= est convergente.

tz 0 l»2 0 tz

In(1- %) .y 1In(1-1¢%)

Ona 2 s In(2(1 - #)) donc I'intégrale f 2 est convergente par
1/2

équivalence avec une intégrale de référence convergente.

Lafonction¢: t — p est une bijection de classe C' de]0;1[sur]l;+ool.

1 1 du
On pose u = p doncdu = —ﬁdt soitdt =—-——

u’
ln(1- ¢ +00 1
f n(—)dt:f ln(l——)du
0 12 1 u?

X 1 X X
Soit€>1etX>6:f ln(l——z)du:f ln(uz)du—f In(1-u?)du Une
€ u € €

intégration par parties pour chacune de ces intégrales fournit :

X
f ln(l—%)du: [(w+1)In(u+1)—u+w—1In(u—-1) - u-2ulnu+2u)X

X 1
f ln(l - ?) du=X+DIn(X+1D)+(X-DIn(X-1)-2XInX-2In2—(e-1)In(e—1)+2¢lne
€
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lin}(e —1lIne—-1)+2eclne=0
6—»

X+D)InX+)+X-DIn(X-1)-2XInX = (X+ l)ln(1+%)+(X—l)ln(l—%)

(X+1)(l—i+ ( )+(x 1)(—1—L+ (i))
X 2xz %\ xz X 2x2 "%\ xz

()
=—+o0|=
X X
Donc llm X+DInX+D+X-DIn(X-1)-2XInX =0.

X—+o00

_ ln(1- %) _ X 1
Finalement, f ——— = lim In|1-—|du=-2In2.
0 2 e—1,X—+o0 J¢ u?

4. Lintégrale est impropre en 1.
£3

La fonction ¢t — = est continue et positive sur [0;1[.Onpose u=1—-¢:
1-t¢

£ (1-w?

Vi-Z  2u

intégrale de Riemann convergente.

donc l'intégrale est convergente par équivalence avec une

b8
La fonction ¢ : u — sin u est une bijection de classe C! de [0;1[ dans [0; 3 [
On pose t=sinu:onadt = cosudu.

/2 SiIl3 u /2 3
——————xcosudu = f sin” udu.
V1-1t? 0 V1-sinu 0
3
elu e—lu 1 .
31n3u:( _ ) — __( 3iu 3e”‘+3e iu —e 31u)
2i 8i
/2
.3 1 . 3 . /2 .3 B 1 3 T
sin® u = ——sin(3u) + —sin u. sin” udu = | — cos(3u) — —cos u
4 4 0 12 4 0
1 3
t 2
Onadoncf dr=—-.
0 V1-1? 3
Exercice 10
+00 dt
Pour n € N*, on pose [ :f —_—.
posein=J, (1+22)"
1. Lintégrale I, est une intégrale impropre en +oo.
1
La fonction ¢t — W est continue et positive sur [0, +ool.
+1
1
Ona ——— donc I, est convergente par équivalence avec une intégrale de
(1+2)" Yoo (21
Riemann convergente.
too dr /2
2. 1 = = lim [Arctan X]0 =—,
0 1+12 X—+oco 2
1 1+ t* et .
3. Ona = - - donc I'égalité est évidente puisque toutes les

(1+2)" (1+2)" (1+1?)
intégrales impropres correspondantes convergent.
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_ X dr
4. Soitn=2et X >0:on calcule f —_—
o (1+7%)

fX dt _fX 1+t _fX t*
o (1+22)" Jo (1+2)" Jo (1+2)"
On pose u(f) =tet v'(t) = m :

1

Onadoncu/(f)=1letv(t)=- o
2(n—-1)(1+ ?)

X t 1 X 1
Onadonc | ——== |- —| —dt
o (1+22) 2(n-1) (1+2)" 2(n=1Jo (1+2)"
° 1 2n-3
En faisant tendre X vers +oo, on trouve I, = I,,_1 — ——1,,_1 soit I, = I, 1.
2(n—1) 2n—2

@n-3)2n->5)..1
Cn-2)2n—-4).2 1

5. On montre facilement par récurrence que [, =

En multipliant le numérateur et le dénominateur de cette fraction par
4
2n-2)2n—4)...2) etcomme [; = E’ ona:

2n-2)! T soit 2n-2)!
= — 1 =
22(n—1)2x22(n—2)2...22 2 22 ((n—1))2

T
" 2
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