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CORRECTION AP : Equations différentielles

Exercice 1
On commence par normaliser I'équation différentielle. On obtient (E’) : ¢/ = %y
La fonction z — % est définie sur R* donc on résout (E’) séparément sur R* et sur R..

o SurR*, z — % admet pour primitive - — .
Donc I'ensemble des solutions de (E’) sur R* est

Y,:{xeR*_HKe_f? eR, K € R}

o SurR*, z — % admet pour primitive z - — .
Donc’ensemble des solutions de (E’) sur R*, est

y+:{$€Ri>—>He_:%2 €R, H € R}

Raisonnons a présent par analyse-synthése pour résoudre (E) : 2%y — 2y =0
o Analyse : Soit f une solution de (E) sur R.
Alors en particulier, fiz+ est une solution de (E’) sur R* donc il existe K € R telle que

Ve e RY f(z) — Ke 3
De méme, fjz- estune solution de (E’) sur R doncil existe H € R telle que
Vo €R,  f(z) = He 2

Ainsi, h%l f(z)=0et 111%1+ f(z) = 0donc f(0) = 0 par continuité de f en 0.
x—0~ T—r
Ke ™ siz <0
o Synthése:Soient K, H e Retf:z+— <0 sir=0

1

He =22 siz>0
Montrons que f est dérivable sur R :

— f estdérivable sur R* d'un plart, et sur R’ d’autre part.

Tz He 22
- Kye v —— 0donc — 0 (avecy = %) et de méme —< —0
y—+o0 x z—0t x z—0~
Ainsi, f(z) = 1(0) 0et f(z) = 1(0) > 0 donc f est dérivable en 0.

z—0 z—0~ z—0 z—0t
Montrons que f est une solution de (E).
— f est définie et dérivable sur R
- (F) est vérifiée par f en tout point de R* car alors (E) et (E’) sont équivalentes.
- (E) est vérifiée par f en tout point de R car alors (E) et (E’) sont équivalentes.
- (F) estvérifiée par fen0

1

Ke 22 siz <0

Finalement, (F) a pour ensemble-solution . = ¢ x — ¢ 0 siz=00uK,HeR

_1 .
He =2 six >0
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Exercice 2
On commence par normaliser I'équation homogene. On obtient (E},) : ¢/ = —1y

La fonction = — —1 est définie sur R* donc on résout (E%;) séparément sur R* et sur R .

o SurR*,z — —1 admet pour primitive z — —In(—z).
Ore (-2 = ¢in(-3) = =1 donc I'ensemble des solutions de (E7;) sur R* est

1
ﬂ_:{xeR*_HK-eR,KeR}
x

En effet, comme K parcourt R, le facteur —1 de la primitive peut étre absorbé dans la
constante multiplicative K.

o SurR%, z — —1 admet pour primitive z — — In(z).
Ore—n(@ = ¢in(3) = 1 donc I'ensemble des solutions de (EY;) sur R*, est

1
Y+:{meRi'—>H~eR,HeR}
T

Cherchons maintenant une solution particuliere de (E) : y + 1y = ©2 d’une part sur R*
et d’autre part sur R* , en utilisant la méthode de la variation de la constante.

/
o meRiH@solutionde(E’)<:> (K(x)> +1-@:w
x x r x
K’ - K K h
o (x)x . (z) n (:) _ coshz
x x x

< K'(z) = coshx
sinh z

Ainsi, z € R* — est une solution particuliere de (E’) sur R*

sinh z

o Demeéme, z € R}, — est une solution particuliere de (E’) sur RY,.

Finalement, les solutions de (£’) sur R* et RY sont:

K + sinhx
T

H + sinh x
T

y_:{xER*H eR,KeR}etﬂ:{xeRiH e]R{,He]R}

Raisonnons a présent par analyse-synthese pour résoudre (F) : xy’ + y = coshz
o Analyse : Soit f une solution de (E) sur R.
Alors en particulier, fig- est une solution de (E’) sur R* doncil existe K € R telle que

- K +sinhz

Ve e RY  f(x) .

De méme, fr: estune solution de (E’) sur R*. donc il existe H € R telle que

H + sinh
Vo eRY  fla) = 4 +sinhz
€T
Or f est continue en 0 donc lim f(z)et lim f(x) sont finiesdonc K =0et H = 0.
b - rH)%* z—0t
De plus, ST _ SRS TS > sinh’ 0 = cosh 0 = 1
T x—0 z—0
Ainsi, lim f(x) =1et lim f(z)=1donc f(0) = 1 par continuité de f en 0.
z—0~ z—0t
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sinh z siz # 0
o Synthese: Soit f : x v
1 sizx=0
Montrons que f est dérivable sur R :
- f estdérivable sur R* d’un part, et sur R’ d’autre part.
f@) = f(o) _ e —1 )

- Quand =z — 0, 0 - = = —=Z = o(1) donc f est dérivable

X — X X

en0et f'(0) = 1.

(sinh(fv) = 5 5 =z+ 0(952)>

Montrons que f est une solution de (E).

— f est définie et dérivable sur R
- (F) est vérifiée par f en tout point de R* car alors (F) et (E’) sont équivalentes.
- (F) est vérifiée par f en tout point de R’ car alors (F) et (E’) sont équivalentes.
- (F) est vérifiée par f en0
sinhz siz 7& 0
Finalement, (F) a pour ensemble-solution .’ = ¢ x — v
1 sizx =0

Exercice 3
On commence par normaliser I'équation homogene. On obtient (E};) : i = 2y
La fonction = — 2 est définie sur R* donc on résout (E};) séparément sur R* et R,

o SurR*, z — 2 admet pour primitive z — 31In(—z).

Or e3n(=2) = (¢In(=2))? = _33 donc I'ensemble des solutions de (E},) sur R* est

S ={zeR  —» K 2’ €R, K €R}

En effet, comme K parcourt R, le facteur —1 de la primitive peut étre absorbé dans la
constante multiplicative K.

o SurR%, z — 2 admet pour primitive z — 31In(z).
Or &3™(@) = 23 donc I'ensemble des solutions de (E/;) sur R*, est

Sy ={zeR — H-2° R, HeR}

Cherchons maintenant une solution particuliere de (E) : i — 2y = —z cos (2) d’une part sur

T
R* et d’autre part sur R* , en utilisant la méthode de variation de la constante.
. 3 1
o x € R* s K(2)z° solution de (E') < (K(x)a;3)/ — 2. K(2)2® = —xcos <>

xT X
/ 3 2 2 1
& K'(x)z® + 3K (z)x” — 3K (x)z” = —x cos ()
x

1 1
s K'(z) = — 3 cos <$>

b9 1 % 9 du 0 .
Or/a — 3 ¢os <x> dz :/1 —u” cos(u) <_u2> :/1 cos(u) du = [sin u]

o 1 o 1 :
Ainsi, z € R* — sin — est une primitive de X’ donc = € R* ~ z®sin — est une solution
x T

Q| o=

particuliere de (E’) sur R*

1 . . e
o Idem, z € R* + z”sin — est une solution particuliere de (E’) sur R*
X
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Finalement, les solutions de (£’) sur R* et RY sont:

X X

1 1
y_:{xGR*H <K+sin)x3€R, Ke]R} etjﬁz{xERiH (H+sin)x3€R, HER}

Raisonnons a présent par analyse-synthése pour résoudre (E) : zy’ — 3y = —22 cos (2)
o Analyse : Soit f une solution de (E) sur R.

Alors en particulier, fjr- est une solution de (E’) sur R* doncil existe K ¢ R telle que
* : 1 3
Ve e R* f(x)=|K+sin— |z
T
De méme, f|g- estune solution de (E’) sur R*. donc il existe H € R telle que
* : 1 3
VeeR, f(x)=|H+sin— |z
T

Ainsi, lim f(x) =0et lim f(z)=0donc f(0) = 0 par continuité de f en 0.
z—0~ z—0t

(K—i—sin%)xS siz <0
o Synthese:Soit f : z+— {0 siz =0
(H+sin%)x3 siz >0

Montrons que f est dérivable surR :

- f estdérivable sur R* d’un part, et sur R’ d’autre part.

1Y .3
_Quandx_>0—, f(xl)‘:g(o):(K—i‘S;nm)x :<K—{—Si1’l;)x2:0(1)

De méme, lim 7f(x> — /()
z—07F z—0
Montrons que f est une solution de (E).

= 0 donc f est dérivableen 0 et f'(0) = 0.

— f est définie et dérivable sur R

- (E) est vérifiée par f en tout point de R* car alors (E) et (E’) sont équivalentes.

- (E) est vérifiée par f en tout point de R’ car alors (E) et (E’) sont équivalentes.

- (F) estvérifiée par f en 0, sil’on prolonge par continuité en 0 le membre de droite

de (E), puisque —2 cos () — 0.
T—r

(K—i—sin%) 3 siz <0
Finalement, (£) a pour ensemble-solution . = < = +— < 0 siz=0, (K,H) € R?

(H—i—sin%)ﬁ’ siz >0
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