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Chapitre 8 : CORRECTION DES EXEMPLES

Exemple 1

Exemples 2

1. Représentation graphique :

~r
[ B
e

f est continue par morceaux, 2 — 7 périodique et w = 1.
Abstraction faite d'un ensemble discret, la fonction f est impaire donc on a,
VneN,a,(f)=0.
4 b/
Soit n € N*, on a, pour la méme raison, b, (f) = 2—/ f@)sin(nr)dt.
T Jo
Sur [0;[,ona f(¢) =1 donc

bn(f)zgf sin(nt)dt:g
T Jo /4

2. Représentation graphique :

cos(nt) " _ 2 5 cos(nm)—1 _2(1-(-1)")

n

0 /2 n nn

f est continue par morceaux, 1 périodique et w = 27.
Calcul de ay(f):

1 1
ao(f):—f Fodr.
1Jo

1 2
Sur[O;l[,Onaf(t):tdoncao(f):f tdt:[%] -
0 0

Calcul des a,(f):
1
Soit neN*: a,(f) = %f f(t)cosnmt)dt.
0

1
Sur [0;1[, on a f () =t donc a,(f) :f tcos(2nmt)dzr.
0

Chapitre 8 1 Séries de Fourier



TSI3 2021-2022

Pour ¢ € [0;1], on pose u(t) = t et v'(t) = cos(2nmut).

in2nnt
Onadonc u/(f)=1et v(t) = M
2nm

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0;1] et d’apres la formule d'IPP, on a:
rsin@Cua)]t 2 !
an(f)=2 ( )| f sin(2nmt)dt
o 2nmJo

cos(2nm) 1

2nm
1

an(f)zo_Ex

Calcul des b, (f):

1
Soit n e N* : by, (f) = %f f(H)sin@nnr)dt.
0

1
Sur [0;1[, on a f(¢) =t donc b,(f) :f tsin(nmt)dt.

(cos(2m) —cos0) =0.

2nw |y 2n®m?

0
Pour t € [0;1], on pose u(t) =t et V'(t) =sin(2nnt).
, cos(2nmt)
Onadonc u'(t) =1etv(t) = BT T—
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0;1] et d’apreés la formule d'IPP, on a:
tcos@nrt)|t 2 !
b,(f)=2]|- ( ) + f cosnrt)dt
2nm o 2nmJo
1 sin@nm) |} 1 1 ) . 1
b =——t— x| —| =——+ sin(27) —sin0) = ——.
n(f) nmw  nm 2nw |y nm  2n?nm? (sin(2m) ) nm

3. Représentation graphique :

T Ll L o o e e L I T

f est continue par morceaux, 2 — 7 périodique et w = 1.
Calculde ay(f):

2 b/
La fonction f étant paire, on a ay(f) = E‘[ fndz.
0
1 [

/4
Sur [0;], ona f(#) = £ donc ao(f):lf tdt = —
7T Jo 2

T 1 nm?
7 ]0_

Calcul des a,(f):
4 1

Soit n e N*. La fonction f étant paire, on a a,(f) = 2—] f (@) cos(nr)dt.
T Jo

T

Sur [0; 7], on a f(f) = t donc a,(f) = %f tcos(nt)dt.

0
Pour 1 € [0; ], on pose u(f) =t et V' (1) = cos(nt).
, sin(nt)
Onadoncu/'(t)=1etv(t) = ma

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0; 7] et d’apres la formule d'TPP, on a:

2 [tsin(n)]* 2 1 (7
an(f)=— Isin(nf) ——X—f sin(nt)dt
T n o T nJo
2 cos(nt) ™ (-D"-1
an(f)=0——x |- = (cos(nm)—cos0) =2———.
nm n |y nn n?
Calcul des b, (f):

La fonction f étant paire, on a b, (f) = 0 pour tout n € N*.

4. Représentation graphique :
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f est continue par morceaux, 2 — 7 périodique et w = 1.
Calculde ay(f) :
T

1
ao(f) = py= _nf(x)dx.

n e"—-e”™ shnm

1
e*dx = P [e¥]” =

Sur [-m;7[, ona f(x) =e* donc ay(f) = %f

_ﬂ 21 T

Calcul simultané des a, (f) et b, (f):
2 (" 2 ("
Soit neN*: a,(f) = Py f(x)cos(nx)dx et b,(f) = py= f(x)sin(nx)dx donc

-7

an(f) =Re (% f(x)ei”xdx) et b,(f) =Im (% f(x)ei”xdx).

Sur [-m;7[, on a f(x) =e™*. On calcule I, = — e DXy,
i1

-7
1 n(1+i)x17 1 n(l+i)m
= —--e = —-e —
" nr(+1) [ [ n(l+1) (

( N nim __

e—n(1+i)n)

—nn

e

e—nin)

Donc I, = ——
nmr(l+1) .
Or, VneN, onae™” = ()" = (-1)" donc

_ 2(-D" (e oy = 4(-1)"sh (nm) _ 4(-1)"sh (mr)(l—i)'
" nr(l+1i) nr(l+1i) 2nm

. 2(-1)"sh (nn) 2(-=1)"*1sh (nm)
Doua,=————etb,= .

nmn nm

Exemples 3

1. Lafonction f étudiée au 1. de 'exemple 2 est continue par morceaux et 2 — 7
périodique. Ainsi, elle vérifie les hypotheéses de I'égalité de Parseval et, comme
an(f) =0 pour tout entier n,on a:

1 (7 2, 1 2
2n ), [O)de=3 2 (bal)

D'une part, on a f(f) = —1 sur [-7;0] et f(£) = 1 sur [0; 7] donc (f(1)° = 1 sur [-7;7]
T
et donc — ()’ de=1.

21 J-n
, , N 2(1-(=D" .
D’autre part, on a montré que VYn € N*, b,, = ———  donc pour 7 pair, on a
n
4
b,, =0 et pour n impair égala2p+1,onab =—\
" P p & p 2p+l 2Cp+1m
D’apres I'égalité de Parseval, on a donc:
16 Jio 1
2m? pmo Cp+ 1)2
soit :
Jio 1 _n?
p=0 2p+1?2 8
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2. Lafonction f étudiée au 3. de I’exemple 2 est continue par morceaux et 2 —

périodique. Ainsi, elle vérifie les hypotheses de I’égalité de Parseval et, comme
b, (f) = 0 pour tout entier n nonnul, on a:

1 T 2 P 2
) (f(0) dt = (ao()) +§;(an(f))

n

D’une part,ona f(t) = -t sur [-m;0[ et f(#) = ¢ sur [0; [ donc (f(t))2 = 12 sur [-7; 7]

7.[2

3

et donc — (fn)’de= ! [t3 "
27 2w |3,

T
-7

-D"*-1
D’autre part, on a montré que Vn e N*, a, = 2% donc pour n pair,ona a, =0
nn
et pour n impair égala2p+1,ona a A
p p g p 2p+1 (2p+ 1)471-

D’apres I'égalité de Parseval, on a donc:

p
soit :
2 (n2 nz) 3 Jio 1
8.3 4] [Zep+1?
etdonc:
+X°:° 1 _
SoRp+1)* 96

Exemples 4

1. Représentation graphique :

a. f estcontinue par morceaux, 2 — 7 périodique et w = 1.

Calculde ay(f) :
2m

1
ag(f)=— fndt.
271 Jo

1 21
Sur [0;27[, on a f(f) = t? donc aO(f):Z_f Pdt= —
T Jo

Calcul des a,(f):
2

Soitnel\l"‘:an(f):i f(t)cos(nt)dt.
27 Jo

2n

1

Sur [0;27[, on a f(#) = t? donc a,(f) = —f t? cos(nt)dt. On va procéder par
T Jo

double intégration par parties successives.

Pour ¢ € [0;27], on pose u(t) = 12 et V' (1) = cos(nt).

i t
Onadonc u/(f) =2tet v(t) = sin(r ).
n
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Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0;27] et d’apres la formule d’'IPP, on a :

1 [ 2sinnp) ] 1 2 r2°
an(f)=— # ——X—f tsin(nt)dt
T n o 7 nl

2 2n
:0——f tsin(nt)dt
ni Jo

2m
Pour calculer I'intégrale I, = f tsin(nt)dt, on refait une IPP :

0
Pour 1 € [0;27], on pose u(t) =t et V' (t) =sin(nt).

cos(nt
Onadonc v/ (f)=1etv(t) =- ( ).
n
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0;27] et d’apres la formule d'IPP, on a:
tcos(nt)]?* 1 [27
L=|-——| +-— cos(nt)dt
n 0 nJo
2 1 . T
IL,=—+ — [sin(nt)]%pl =——
n n
D () 2 27 4
onc a = x——=—
" nm n n?
Calcul des b, (f):

2 21
SoitneN*: b,(f) = — f(t)sin(nr)dt.
27 Jo

1 2m

Sur [0;27[, on a f(#) = t? donc b, (f) = —f t?sin(nt)dt. On va procéder par
T Jo

double intégration par parties successives.

Pour ¢ € [0;27], on pose u(t) = 12 et V' (t) =sin(nt).

t
Onadonc u/(f) =2tet v(t) = _cos(n ).

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0;27] et d’apreés la formule d'TPP, on a:

27
1[ t®cos(nt 1 2
b, (f)=— _Fcosint) + — x —f tcos(nt)dt
T 0 T nJo
Am? 2 2w
=t — tcos(nr)dr
nmt  nrJo

2n
Pour calculer 'intégrale I, = f tcos(nt)dt, on refait une IPP :

0
Pour ¢ € [0;27], on pose u(t) = t et v'(t) = cos(nt).

i t
Onadonc v/ (f)=1letv(t) = sin(n ).
n

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0;27] et d’apres la formule d'IPP on a:

: 2 27

tsin(nt 1

# ——f sin(nt)dt
nJo

n=

n 0

I, =0+ —; [cos(nn)]g" = 0.
n

4n
Donc b, (f) = ——.
La série de Fourier de f s’écrit donc:
4? 1X 4 —47
Sf(x)=—+ ) —cos(nx)+——sin(nx
r == n;nz (nx) + —=sin(nx)

Cette fonction étant 27 périodique et de classe C! par morceaux sur R, on peut
appliquer le théoréme de Dirichlet. La série de Fourier de f en x converge vers
f(x) si f est continue en x (donc si x € R\{2nm; n € Z} et vers

fx+0)+f(x—-0) 4n®

5 =
b. Ces deux séries sont des séries de Riemann convergentes.

Pour la premiere série, on applique I’égalité établie a la question précédente avec
x=0:

si f n'est pas continue en x (donc si x € {2nm; n € Z}.
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4772 471 too 4 7% a7
, Soit —_——_-— =
2 3 nzl 2 Z 36

Pour la seconde série, on apphque ’égalité de Parseval a f, qui est bien continue
par morceaux sur R donc qui vérifie ses hypotheses, eton a:

1 [2m ) 4m2\* 1t (( 4\ (4m\?
)y U= 2 2 () +(5))
D’une part, onaf(x) x? sur [0;27[ donc (f(x))2 = x* sur [0; [ et donc

t5 164
—f (fx) i

2 5
D’autre part, les deux séries qui composent le second membre etant

+8Z —+87r2 Z —, soit, en

convergentes, ce second membre est égal 2 a

appliquant I’égalité de Parseval et en utilisant le resultat precedent

16n% 167* t® 1 , T
= 8 — +871° x —, soit
5 9 = nt
too 1 B n.4
—nt 90
2. Représentation graphique :
[ 1 [
. ¥ | ! )

a. f estcontinue par morceaux, 2 — 7 périodique et w = 1.
Calcul de ap( f )

ao(f) = f Fodt.

Sur | —m; 0[, onaf(t) 0 etsur [0;r], on a f(t) = cos t donc
1 [P 1
ap(f) = gfo costdt = > [sint]g =0.

Calcul des a,(f):

Soit neN*: a,(f) = %fjlf(t) cos(nt)dt.

Sur ] —m;0[,ona f () =0etsur [0;7], ona f(f) = cost donc
an(f) = 1fncostcos(nt)dt

On cherche a linéariser le produit cos f cos(nt) :

Pour a et b réels, on a cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb et
cos(a+ b) +cos(a—b)

2
Onadoncan(f):if cos[(n+1)t]dt+if cos[(n—1)t]dt.
21 Jo 27 Jo

On calcule la premiere intégrale :
1 [sin[(n+1D1]]"

1 /4
—f cos[(n+1)t]dt=—
27 Jo 27 n+1 0
Pour la seconde intégrale, on doit distinguerlescas n=1etn # 1.

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb donc cosacosb =

Chapitre 8 6 Séries de Fourier
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Chapitre 8

1 (7 1
Pour n =1, I'intégrale est égale a —f dt=-.
21 Jo 2

sin[(n-=11t]1"
n—1 0

=0.

1 (" 1
Pour n # 1, 'intégrale est égale a —f cos[(n—-1)t]dt=—
271 Jo 27

Donc a,(f) =0pourn>1leta(f) = >

Calcul des b, (f):

Soitnel\l*:bn(f):% f(t)sin(nr)dt.

Sur]—-m;0[,ona f(t) = 0 et sur [0;], on a f(t) = cost donc
1 b/

an(f) = f cos tsin(nt)dt.

On cherche a linéariser le produit cos tsin(nt) :

Pour a et b réels, on a sin(a+ b) = sinacosb + cosasinb et

i b i -b
sin(a— b) =sinacosb —cosasin b donc sinacosb = sin(a+b) +sin(a - b) .

Onadoncbn(f):if sin[(n+1)t]dt+if sin[(n-1)t]dt.
21 Jo 21 Jo

On calcule la premiere intégrale :

I 1 [cos[(n+1)f]]" 1 (-1)+!
—f sin[(n+)rde=—— [costmr D im 1 D77 —1
27 Jo 27 n+1 0 2n n+1

Pour la seconde intégrale, on doit distinguerlescas n=1etn # 1.
Pour n =1, I'intégrale est égale a 0.

v s . L 1 [ cos[(n=1¢]]"
Pour n # 1, 'intégrale est égale a — sin[(n-1)t]dt=— |-————| =
21 Jo 21 n-1 0
1 (-p*t-1_ 1 (-D™'-1
2 n-1 21 n-1
1 2n((-D™1-1)
Doncpourn#1,onab,=—-——
o o2m o pA-] . :
Donc, pour n impair strictement supérieur a 1, on a b, = 0, ce qui est compatible
4
avec le fait que b, = 0 et pour n pair égal a 2p, onabgp:—p.
n(4p?-1)

La série de Fourier de f s’écrit donc:

cos(t) =¥ 4p
2 +p;n(4p2—1)

Cette fonction étant 27 périodique et de classe C! par morceaux sur R, on peut
appliquer le théoréme de Dirichlet. La série de Fourier de f en ¢ converge vers
f(t+0);f(t—0) i f
n’est pas continue en ¢. (donc vers % site{2nm;ne”Z}etvers 3 si
te{2n+1)m;ne .

Cette série est a termes positifs, et son terme général est équivalent au voisinage

Sp(p) = sin(2pt)

f (1) si f est continue en ¢ (donc si t € R\{nn; n € Z} et vers

de +oo a P I est donc équivalent, a une constante multiplicative pres, au
n
terme général d'une série de Riemann convergente.
Donc cette série converge d’apres le théoreme d’équivalence.
En outre, cette fonction est continue par morceaux et 2 — 7 périodique. Ainsi, elle

vérifie les hypotheses de I'égalité de Parseval :

o _Z(f(t))zolﬁ%(al(f))2 %f(bgp(f))z

D’une part, sur | —;0[, on a f(¢) =0 etsur [0; ], on a f(t) = cos f donc (f(z‘))2 =
. 2 _ o2 : 1 2 _Lf” 2
] —7;0[ et (f(1)" =cos*t sur [0;71] et donc . _n(f(t)) dt—zﬂ i cos“dt.
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On sait que pour tout réel ¢, on a cos(21) = cos® t —sin® £ = 1 — 2 cos? ¢ donc

1—-cos(2t
cos?t= ¥

2
Donc—f cos dt——f (1 cos(2t)) f dt——f cos(2r)dt
1

1 1
= 173 [sin(20)]§ = —
D’apres I'égalité de Parseval, on a donc:

1 1 16t p?
18 a1
p=1(4p%-1)
soit :
+00 pZ _7'52(1 1)_7.[2
p=i(apz-1)2 8 \4 8) 64

3. Représentation graphique :

a. f estcontinue par morceaux, 1— périodique et w = 2.
En outre, il semble qu’elle soit continue sur R.

1
f est évidemment continue en tout point de R\ {5 +k;keZ }
Montrons qu’elle est également continue a droite et a gauche en tout point de cet

1
ensemble. Il suffit de montrer qu’elle est continue a gauche en ) (Ia continuité
1
a droite est évidente), et a droite en 3 (la continuité a gauche est évidente).

,ona f(t)=1-(t+1)? etdonc

3 1
li H= lim 1-(+1)2=>=f|-=|etd t continue h
,lim f() dim ( ) 1 f( 2) et donc f est continue a gauche en

Pour ¢t € — ,onaf(t):l—(t—l)zetdonc
1 1
lim f(f)= lim 1-(f— 1)2=== f(—) et donc f est continue a droite en —.
t—1/2+ t—1/2+ 2 2

Donc f est bien continue sur R.
Montrons qu’en outre, f est paire.

,ona f(=t) = f(1).

Pour t €

SoitteR:3Jke”Z;t-ke .Comme f est 1-périodique,on a f (1) = f(£— k).

11
Comme f est paire sur =55 ,ona f(t—k) = f(—t+ k) etenfin comme f est

1-périodique,on a f(—t+k) = f(-1).
Finalement, f(—1) = f(¢) etdonc f est paire.

Calculde ay(f):
1/2

1
ap(f)=—- f(ndt.
1J-112

1/2
Sur |-

,Onaf(t)=1—t2donca0(f):f

(1-#*)dt= [t——
-1/2

3112 T2

Chapitre 8 8 Séries de Fourier



TSI3 2021-2022

4. a.

Chapitre 8

Calcul des a,(f):
1/2

Soitnel\l*:an(f):I f () cos(2nnt)dt.
~1/2

,onaf(t)zl—t2 donc

Sur

1/2 1/2

1/2

an(f) = f (1 —t )cos(27mt)dt = f cos2rnt)dt — 2[ t? cos2rnr)dt.
1/2 1/2 1/2

La premiere intégrale se calcule trés simplement, elle est égale a 0 et la seconde

se calcule par exemple en faisant deux intégrations par parties successives (cf
D"
exemple 4.1) et est égale a ——.
P ) & 212 n?
(_ 1) n+1

m2n?

On adonc a,(f) =

Calcul des b, (f):
Soit n € N* : f étant paire, ona b, (f) =0
La série de Fourier de f s’écrit donc:

+oo )n+1

1
Sp(0= 15+ 75 2. ¢

cos(2nnt)

Cette fonction étant 27 périodique et de classe C! par morceaux et continue sur
R, on peut appliquer le théoreme de Dirichlet. La série de Fourier de f en ¢
converge vers f(f) pour tout réel ¢

Ces deux séries sont des séries de Riemann convergentes.

1
Pour calculer la premiére série, on pose f = > :1a série de Fourier de f en ¢ s’écrit

alors . - . . .
1 & ) 1 & 1) 11 1=
Sr()=—+— cos(nm)=—+ — 1 ——— —.
HOE HZ’; (nm) = nznz -D"=2 ) D
1 2 3 11 1 1
Onadonc fl=]=1-|==-1] ===—=-=) —
f(z) (2 ) 4 12 7[22 2
*io 1 (11 3) m?
n:l”z_ 12 4 6

Pour la seconde série, on applique I'égalité de Parseval a f, qui est bien continue
par morceaux sur R donc qui vérifie ses hypotheses, eton a:

%f_ll/z (f(t)) (E) +%J§°((—l)n+1)2.

212
n=1 nen

D’une part, ona f(t) =1— % sur donc (f(t))2 =(1- t2)2 =1-22+t* sur

11 1/2 2. 51" 203
[—— - etdoncf (f(n)*de= [t——t ==
2’2 12 3° 5.1, 240
203 121 1 t° 1
Onadonc — = — Z
240 144 27‘[4
Rl | 203 121
Soit Z (— = —) etdonc:
240 144
+00 1 7[4
e

Soit n = 1. Par linéarité de 'intégrale, le résultat est immédiat. Vérifier que

an(f) = cn(f) + c—n(f) et que by (f) =i(ca(f) — con(f)).

9 Séries de Fourier
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b.

Chapitre 8

D’apres la question précédente, on a, pour n =1, ¢, (f) = a,(f) —ib,(f) et

c-n(f) = an(f) = ibu(f) donc [eu (N + |ccn(D]* = 2(an(H? + bu(H?).

f vérifiant les hypotheses de 1'égalité de Parseval, on sait que les séries de terme
général a,(f)? et b, (f)? sont convergentes, il en est donc de méme de la série de
terme général (a,(f)* + bp(f)?).

Donc la série de terme général | c, (f)|° + |c_n(f)|” converge.

Encore une fois en utilisant la question précédente, on a
+00

+00 1

Y |cn(f) |2 =ao(f)* + 5 Y (an(f)2 + bn(f)z) et donc, d’apres I'égalité de
n=-—oo n=1
Parseval :

+00 T
Y e = %fo (f(n)*dz.

n=—oo
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