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Cinetique des solides

A puissance pourtant moindre, une moto accélére bien plus vite qu’un camion. De la méme
facon, une hélice d’avion atteind sa vitesse nominale en moins de temps que ne le fait le rotor d’un
hélicoptére. L’inertie est a 1’origine de ces phénomeénes.

1 Masse et centre d’inertie
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FIGURE 1 — Solide S et son repére associé Ryg.

1.1 Définitions

e Masse :La masse d’un solide S caractérise la quantité de matiére qui le compose. Elle ne
dépend pas du temps en mécanique générale.
La masse est additive : si trois solides S, Sy et S3 ont pour masse my, my et mg alors la masse
totale m vaut m = m; + mq + ms

Par conscéquent, la masse d’un solide S peut se calculer par I'intégrale :

o fff = fffron

ot dm est une masse ¢lémentaire de S, p(M) est la masse volumique locale et dV un volume
élémentaire de S.

Remarquons que la masse volumique p(M) n’est pas nécessairement constante sur le solide et
dépend a priori du point M.

e Centre d’inertie G : Son vecteur position O? est donné par :

OCi — %//S()—J\idm— %//Sw.p(M).dV (1)
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Remarques :

e Si le solide S est indéformable, alors le centre d’inertie G est un point fixe de S.

e Si le solide présente un plan de symétrie (géométriquement et pour la répartition des masses),
alors G appartient a ce plan.

e Le centre d’inertie est un point fictif : il n’appartient pas forcément matériellement au solide
(voir solide S5, fig 77).

e Hormis pour les solides homogénes de forme simple (sphéres, cylindres, parallélépipédes...)
I'utilisation de logiciels de CAO simplifie 'obtention du centre d’inertie d’un solide.

e Le centre de gravité est le centre d’inertie lorsque la pesanteur est considérée uniforme (c’est
le cas en mécanique générale).

1.2 Centre d’inertie d’un ensemble de solides

Ny}
>
>

<}
+

Y

al}

FIGURE 2 — Plusieurs solides

Le centre d’inertie d’un ensemble de solides, par exemple S, Sy et S3, est donné par :

0C = % i mOG,| OO0 2)

Remarques :

e On peut ainsi trouver rapidement le centre d’inertie d’un solide composé de plusieurs formes
simples.

e Si les solides de I’ensemble étudié bougent les uns par rapport aux autres le centre d’inertie
dépend alors du temps.

2 Moments d’inertie

Dans I'exemple du camion et de la moto pris au début de ce chapitre, on a affaire & des systémes
en translation et c’est la masse qui limite directement ’accélération. Mais pour les objets en rotation
(rotor d’hélicoptére par exemple), le comportement dépendra non seulement de la masse, mais aussi
de la forme des solides. Cet ensemble, masse-géométrie, est quantifié par les moments et produits
d’inertie.
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2.1 Moment d’inertie par rapport & une droite

ol}

FIGURE 3 — Calcul du moment d’inertie par rapport a une droite (A)

Le moment d’inertie In de S par rapport a la droite (A) est le résultat de U'intégrale

IAZ///SMQ.M

Remarques :
o [ est positif.

e I, a pour unité : kg.m?

2.2 Moment d’inertie par rapport & un axe de Rg
Lorsqu’on se place dans un repére cartésien Rg = (O, 7, ¥/, Z) associé au solide S, on

les moments d’inertie par rapport aux axes (O, ), (O, ¥) et (O, 2) comme suit :
S

Ny

P(xy,2)
r7 G-0x)

FIGURE 4 — Calcul du moment d’inertie par rapport a la droite (O, ¥)

2 2
D’apres I'équation 7?7, on a I(pz = fffsf-ﬁ) .dm. Or ici }ﬁ =y? + 22, donc :
Loz = [[[s(y* + 2*).dm, moment d’inertie de S par rapport a (O, 7).

De la méme facon, on obtient :
Loy = [[[s(z® + 2?).dm, moment d’inertie de S par rapport a (O, %) et
0,72).

lLoz = [[[s(z* + y?).dm, moment d’inertie de S par rapport a (O, Z)

peut écrire
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2.3 Théoréme de Huygens

al}

FIGURE 5 — Passage de Ia, a Ia

Enoncé du théoréme de Huygens : Si on connait le moment d’inertie /5, du solide S de
masse m par rapport a un axe (Ag) passant par son centre d’inertie GG, alors on obtient le moment
d’inertie I par rapport a un axe (A) parallele & (Ag) et distant de d par la formule :

[A = [AG + m.d2 (VAVIV (4)

Remarques :

e Cette équation n’est valable qu’entre un axe passant par G et un axe paralléle. Elle ne I'est
pas entre deux axes paralléles quelquonques.

e Pour un solide S donné, I est donc minimal lorsque I'axe (A) passe par le centre d’inertie G.

2.4 Signification physique des moments d’inertie

Le moment d’inertie autour d’un axe est a la rotation autour d’un axe fixe ce que la masse est
a la translation :

v 7
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: o @
s et e Rk —T>
y E
\7:—/

FIGURE 6 — Analogie masse - moment d’inertie

C’est la masse m de S’ qui va rendre difficile de le faire accélérer rapidement en translation.
C’est le moment d’inertie I, = (g, s) qui va jouer sur la difficulté a accélérer la rotation de S.
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3 Matrice d’inertie

Lorsqu’on veut étudier le comportement dymamique d’un solide en mouvement quelquonque, la
connaissance de sa masse et de ses moments d’inertie autour des trois axes du repeére qui lui est
associé ne suffit pas. Il faut aussi connaitre 3 produits d’inertie...

On regroupe les données d’inertie d’un solide S dans une matrice 3 x 3 symétrique appelée
matrice d’inertie. Elle dépend du point d’expression : si on la calcule au point O, on la note .o g.
elle est souvent écrite sous la forme :

A —-F —-F
Jos = -F B =D
-E -D C Rs(0,%,i,%)

Remarque : Il est nécessaire de spécifier le repére utilisé en bas a droite. .y ¢ dépendant de
la géométrie du solide S, Rg est généralement un repére accroché au solide (ie fixe par rapport au

solide).

e Les termes de la diagonale A, B et C sont les moments d’inertie par rapport aux axes I, i et
Z QQQ (vocabulaire) :
A= moment d’inertie de S autour de I'axe (O, %) (A = Loz = [[[sy* + 2%).dm),
B = ILogs) = [[[s(2® + 2%).dm, moment d’inertie de S autour de I'axe (O, 7)) et

C = Tlozes) = [[[s(z* +y?).dm, moment d’inertie de S autour de l'axe (O, 2).

e Les termes hors diagonale D, E et F' sont appelés produits d’inertie Q0 (vocabulaire) :

F = P,, = [[[sx.y.dm, produit d’inertie de S par rapport au plan (O, Z, ),
E = P,. = [[[;x.z.dm, produit d’inertie de S par rapport au plan (O, 7, Z) et
D =P, = [[[sy.z.dm, produit d’inertie de S par rapport au plan (O, 7, 2).

La matrice ci-dessous résume la définition de chaque terme de % g.

A= [ +2*).dn —F=—[[[jzydn —E=—[[[ x.2.dm
Jos=| —F=—[[[qzydn B=[[[(z*+2°)dn —D=—[[[ y.zdm
—E=—[[[qzzdn —D=—[[[;yzdm C= [[[(x*+y?).dn 0z

Remarque : Des produits d’inertie non nuls indiquent que si on le fait tourner autour des axes
(0,7), (0,7) ou (O, Z) choisis pour écrire la matrice .%o g, alors la rotation engendre des moments
suivant les axes orthogonaux a la rotation. Le solide n’est pas équilibré autour des axes du repére

choisi.
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4 Base principale d’inertie

La matrice d’inertie est symétrique positive. Elle peut donc étre diagonalisée. Il existe une base
By telle que dans cette base :

A, 0 0
Fas=| 0 By 0
0 0 Cy

By

Les moments d’inertie Ag, By et Cy sont appelés moments principaux d’inertie et la base By
base principale d’inertie.

Remarque : On peut parfois connaitre une ou les directions principales d’inertie en fonction
de la géométrie d’un solide :

e Si le solide a un plan de symétrie, alors la normale & ce plan est une direction principale
d’inertie. Q¢

(O, 2) est ici une direction principale d’inertie donc :

A —-F 0
fO,S = —-F B 0
0 0 C

(produits d’inertie nuls sur la colonne et la ligne des z (3iéme))

e Si le solide a deux plans de symétrie orthogonaux, alors on a deux (les deux normales) et donc
les trois directions principales d’inertie (troisiéme direction = intersection des plans).QQ

(0,7) et (O, Z) sont ici une direction principale d’inertie donc :

A0 0
Jos=| 0 B 0
00 C

-
O’m7y7z

sur celles des z (3iéme))

e Si le solide a un axe de symétrie (O, Z) alors il a 2 plans de symétrie orthogonaux de normales
(0, 7) et (O, ) quelconques QO

r

(produits d’inertie nuls sur la colonne et la ligne des y (2iéme) et

(O, 7) et (O, ) sont ici 2 directions principales d’inertie équivalentes

donc :
A 0 0

Fos=10 A 0
00 C -

L O7fiy7
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5 Théoréme de Huygens Généralisé

Le Théoréme de Huygens permet de lier les matrices d’inerties en G (centre d’inertie) et en un
point A quelconque.

T P+ 22 —ay —Z.2
C A 3 2 2
Si GA (ou AG)=| y alors | Sy s = Jos+m —xy T4z —y.z VIV
Z ) g —T.z —Y.z 2 + y2 B

Attention : cette relation ne permet pas de passer d’un point A quelconque vers un point B
quelconque. 11 faut pour cela passer par le point G : S5 = S5+ I = Irs— IF + FH

6 Matrices d’inertie de quelques géométries simples

Les matrices d’inertie des pieces d'un systéme sont rapidement obtenues grace aux logiciels de

CAO.

Toutefois, il est parfois utile de savoir évaluer grossiérement la matrice d’inertie d’un solide, a
partir d’'un assemblage de formes simples..

6.1 Pavé

Matrice d’inertie du pavé de centre d’inertie O :

b2+ 2 :‘
1y 02 . 0
Jos = 0 m.4=EE 0 G - b
a?+b2 i
0 0 m. 12 Rs E O-. 1;:

Remarquez qu’il est possible d’en déduire la matrice s ',fJ """"""""" = ”
d’inertie d’une plaque rectangulaire en prenant ¢ = 0 par /
exemple. /

Le théoreme de Huygens permet d’obtenir la matrice +
en tout autre point.
6.2 Cylindre de révolution

Matrice d’inertie du cylindre de centre d’inertie O :

m. (RTQ + }f—;> 0 0
= R?2 | A2
‘ﬂO,S 0 m. (T + E) 0 .
0 0 mi ) :
s LR
Justifier la forme de la matrice : N ]

0 h Y
Pour obtenir la matrice d’inertie d’un cylindre creux, il suffit de sous-
traire a la matrice d’inertie du cylindre plein, la matrice correspondant
a la matiére enlevée : e I )
Mg -

E. Basset P. Simon ‘ Sciences Industrielles de 1'Ingénieur ‘ Page 8 ‘




°ed) CINETIQUE DES SOLIDES

CAMPUS CI3-1: Identification et modélisation dynamique des systémes
SUD BOURGOGNE CPGE TSI - Lycée HPARRIAT Montceau-les-Mines \ P:V4 3 TSI
I, O,cylindre creux — < 0,cylindre plein — I, O,cylindre enlevé

(Attention dans ce cas & la masse que vous utilisez pour chaque morceau)

6.3 Sphére

Matrice d’inertie de la sphére de centre d’inertie O :

2m. 0 0
fas’ = O Q.m.%Q 0
0 0 2.m. 2

5 RS

justifier la forme de la matrice :

Vocabulaire : Lorsqu’on écrit la matrice principale d’inertie au centre d’inertie, on appelle les
moments d’inertie moments centraux d’inertie (ils sont minimaux).

6.4 Autres formes
voir le complément en fin de polycopié.
Application : Retrouver la matrice d’inertie .#; g en G d’une barre S de longueur L allignée

avec l'axe X a partir de la matrice d’un pavé et a partir de celle d’'un cylindre de révolution.
Retrouver ensuite la matrice .#4 ¢ en A a l'aide du théoréme de Huygens généralisé.

AY

A S (m) G

ol

FIGURE 7 — Paramétrage de la barre

7 Association de solides

Pour obtenir la matrice d’inertie d’'un ensemble de solides, il faut écrire toutes les matrices
d’inertie dans une méme base et en un méme point. Pour les déplacements, on utilise le théoréme
de Huygens (attention, il faut partir du centre d’inertie pour 'appliquer).
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8 Compléments

8.1 Matrice d’inertie de formes filaires

@ Tige rectiligne ® Anneau filaire Masse m, rayon R
b7 Massem, longueur L = Cdl=G au centra de lanneau
i — y 2
Cd=G 0G = . R . ht 4 @
Gl < B I @) =] o =& o
WX 4 0 0 mR2
7 | | 2 lwya)
" e Demianneau filaire
(wi2 o o z : Masse m, rayon R, centre O
2 : s ER
4 b - G . Cdl=G 0G="7x
Ta®)]=| 0 = o0 0 S " T
0 0 0 - v 5
| —[_X',}dlj-_:l X % m. - 0 . 0
r i )] = R’
o o o8l 0 =£ o
; g ; 0 0 mRC
[la(8)]=| 0 =& o 2 l(z3.2)
0O 0 0 m.R2 _i-_n::.zl_ﬁ 0 0
) ~(k3.4) ; mR?  4mR?
ofs]=| 0w
n u I'l!LR_2
2 Jwy
8.2 Matrice d’inertie de formes surfaciques
@ Disque Masse m, rayon R @ Sphere creuse Masse m, rayon R

Cdl=G au centre du disque CdI=G au centre de la

sphere

iy ¥ mR> 0 0

2 3
[lc(®]=| 0 B=mE ¢ 0 A0
0 0 B 0 0 o
(£33 (X.5.2)
® Plague rectangulaire @ Cylindre-jante
7 Masse m, hauteur H, largeur L R,z Masse m, rayon R, hauteur H

Cdl=G au centre du rectangle CdI=G au centre du cylindre

H? 12 an ; ;
A iﬁ—] 0 0 A=m{B412) 0 o
las))=| o = [16(9)]= 0 A0
o mo’ 0 0 mR?
12 (%.9.7)
(%,y.2)
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