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CORRIGE CB n°1 (CCINP)
PROBLEME 1

Mise en place du probleme

1. Alinstant 0 on sait que les deux ampoules sont allumées donc P (Xy =2) =1 et

P(Xo=1) =P (Xp=0)=0. Dit autrement, X, est la loi certaine égale a 2 donc
E(Xp) =2etV (Xp) =0.
. On sait que X,, =2 donc qu’al'instant 7, les deux ampoules sont allumées. Chacune

1
de ces ampoules a une probabilité égale a 3 de s’éteindre a I'instant n + 1 donc les

1
ampoules étant indépendantes, on a une probabilité égale a 2%5 que ces deux

1
ampoules restent allumées, donc Px,-2) (X;+1 =2) = 7

Dire que X;,+1 = 1 signifie que 'une de ces deux ampoules a grillé a I'instant n+ 1 :
c’est soit la premiere (et alors la deuxieme reste allumée), avec une probabilité de

x —, soit la deuxieme (et alors la premiére reste allumée), avec une probabilité de

X

N =N
N =N | =

AN
N |

Finalement, on a bien Px,—2) (X;+1 =1) =2 x

1
. Pix,=0) (Xp+1=0) = 1

1 1

Px,=1) (Xn+1=2)=0,Px,=1) (Xps1=1) = E,P(anl) (Xns1=0)= >
Px,=0) (Xn+1=2) =0,Px,=0) (Xn+1 =1) =0, Px,=0) (Xp+1 =0) = 1.
. Soit n = 0. Les événements X, =0, X, = 1 et X, = 2 constituent une partition de
I'univers Q. On utilise donc la formule des probabilités totales :
P(Xp+1=1)=Px,=0 Xp+1 =) x P(X;, =0) + Px,,=1 Xpr1 =) x P(X,, =1) +
Px,=2 (Xpr1=1)x P (X, =2)

1 1
Donc P (X,s1=1) = EP(Xn =1+ EP(XH =2).
1 1
On montre de méme que P (X471 =0) =P (X, =0) + EP X,=1+ ZP (X, =2) etque

1
P(Xp+1=2)= ZP(X” =2).

1 1/2 1/4
On adoncbien U, =AU, o0 A=|0 1/2 1/2].
0O 0 1/4

Espérance et variance des X,

1. Calcul de l'espérance :

a. SoitneN:OnaE(X,)=0xP(X,=0+1xP(X,=1)+2xP(X,,=2) et

P(X,=0)
LU,=(0 1 2)|P(Xy=D|=0xP(X,=0)+1xP(X,=1)+2xP(X,=2).
P(X,=2)
On a donc bien, pour tout n €N, E (X,) = L U,,.
1 1/2 1/4 1
b. [LA=(0 1 2){0 1/2 1/2|=(0 1/2 1):§L1.
0 0 1/4

D’apres ce qui précede,on a
1 1
E(Xpn+1) = LiUp+1 = Ly (AUR) = (L1A) Uy, = ELI Un = EE(Xn)

1
On a donc bien, pour tout n € N, E (X;,41) = EE (X;).
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c. Lasuite de terme général E (X,;) est donc une suite géométrique de raison 2 et on
1 n 1 n—1
a donc, pour tout entier n, E (X,) = (E) E(Xp) = (5) .
2. Calcul du moment d’ordre 2

a. On applique la formule du transfert a la variable aléatoire X,, avec f(x) = x*>:ona
donc E(X2) =0°P (X, =0)+ 1P (X, = 1) +2°P (X, = 2) = Lo U,,.

1 1/2 1/4
b. L,A=(0 1 4){0 1/2 1/2|=(0 1/2 3/2).
0 0 1/4
On cherche deux réels a et ftelsque (0 1/2 3/2)=a(0 1 2)+B(0 1 4).

a+p = 1/2

a et B sont donc solution du systeme { 2a+4f = 312

1
On montre facilement en résolvant ce systeme que a = § = T
L)A= 1L + 1L
2A=plit ol

c. SoitneN:onaE(X?

n+1

1 1
) =LyUpy1 = Ly (AU,) = (L2 AUy = (ZLI + ZLZ) Un
1 1

n-1
D’apres la question précédente, ona LU, = E(X;,) = (5) donc

1 1 n+1
-LU,=|=- .
4 1Yn (2)

On adonc, pour tout neN, E(X2, ) = iE(X%) +

2

1 n+1 1 1 1 n+1 1 n+1 1 n
- =—x—+|= =2x|= =z = Un.
2 4 2n-1 2 2 2

La suite (uy) ,en satisfait donc bien a la relation de récurrence :

1)n+1

1
d. Soitnel\l:zu,ﬁ

1 1 n+1
Vnel\l,un+1:2un+(§) .

e. SoitneN:ona vy =E(X2,,) - tps1.

1 1 n+1
D’aprés la question c., ona E (X2, ) = ZE (X2) + (5) et d’apres la question d.,

n+l

1 1
ona i, :Zu”-'_ >

1 n+l1 1 1 n+l
NI

1
On adonc donc v,,4 = ZE(X%)

2 4 2
1 1
Onadonc v,y = n (E(X2) - up) = 7V
1
Donc (v5) ,en €St une suite géométrique de raison T
1 n
f. D’apres la question précédente, on a, pour tout neN, v, = (Z) 0.

) 1 1\
Or,UO:E(XO)—LLO:4—F:4—2:2etdoncvn:2 al

1 n-1 1 n
OnadoncE(X,%):un+vn:(§) +2(Z)
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g. Soit n € N : on utilise la formule de Koenig-Huyghens :

V(Xn) =E(X2)-E(Xp)?*= (—

1 n-1 (1)n ( 1 )2
+2(>] -
2 4 2n-1

&) 6] (=) milem)
=|—- +2|—- - — | = + — -
2 4 4n—1 2n—1 2 4n—1 4n—1
_ 1 1 1 _ 1 1
_zn—l_gx4n—l_2n—l 1_2_11
Donc pour tout n €N, on a

_ 1 1

PROBLEME 2

1. Etude d'une application linéaire.

a. La matrice de f dans la base 28 est constituée des vecteurs colonnes f (e;),f (e2)
et f (e3) exprimés dans la base (e, ez, e3) donc:

211
M=|1 2 1
1 1 2

b. On vérifie facilement que M = A(2,1).
2. Propriétés de ’ensemble &.

a. — & estnon vide puisque la matrice nulle appartient a &;
— Soit A(a, b) et A'(d’,b') deux éléments de &, et soit A € R.
Montrons que AA+ A€ & :
a b b a b b Aa+a Ab+b Ab+Db
AA+ A :/1(10 a b) + (b’ a b= ()Lb+b’ Aa+a )Lb+b’).
b b a v v da Ab+b Ab+b Aa+d
Donc AA+A'=A(Ala+d ,Ab+D')€é.

& est donc un sous-espace vectoriel /3 3(R).

b. Soit A(a,b) € & : on a alors A(a,b) = al + bB donc & =vect(l,B) et (I, B) est donc
une famille génératrice de &.

En outre, al + bB =0 <= a = b =0 donc la famille (I, B) est libre : c’est une base
de &.

c. D’apres la question précédent, la dimension de & est égale a 2.
d. D’apres ce qui précede, A, = al + bB.
3. Etude de la matrice B = A, ;.

X-1 -1 -1 X-3 -1 -1
a. Pg=Det(XI-B)=| -1 X-1 -1 |=(X-3 X-1 -1
-1 -1 X-1 X-3 -1 X-1
1 -1 -1 1 -1 -1
=(X-3)|1 X-1 -1 |=(X-3)[0 X 0]|=X*X-3).
1 -1 X-1 0 0 X

b. Les valeurs propres de B sont les racines de son polynome caractéristique Pp
donc B admet deux valeurs propres : A; = 0 de multiplicité 2 et 1, =3 de
multiplicité 1.
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c. On a E; =ker(0I — B) : on résout le systéme associé a la matrice —B (ou B, ce qui

revient au méme!) :

1 11 1 11
1 1 1|~10 0 Of.
11 1) 0 o
x
On a 1 pivot donc deux parametreset | y|€e Ej <= x=—)y—z.
z
X 1 1
= |y|l=y|-1|+z| 0
z 0 -1

En outre, ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils constituent une base
de E;. Donner une base (v;, v2) de &1. On choisira v; et v tels que dans la base %8
leurs composantes ne contiennent que des -1, 0 et 1 et tels que leurs premiéres

composantes soit 1.

1 1
Ainsi, en prenant v; = | —-1|etvo =| 0 |, (v1,v2) est une base de E;.
0 -1
1
d. Enraisonnant de fagon analogue, on montre facilement que v3 = | 1 | est une
1
base de E,.
1 1 -2 1
e. On montre facilement que I'inverse de cette matrice est 3 1 1 =2
1 1 1
1 1 1
f. OnposeP=|—-1 0 1].D’apreslesformules de changement de base, la
0 -1 1
matrice P~ BP est la matrice de B dans la base (v, v, v3). Cette base étant
0 0O
constituée de vecteurs propres de B, cette matriceest D=0 0 0] eton abien
0 0 3
B=PD.P7L.
4. Etude de la matrice A, p.
a b b\(1 a-b
a. Avy=|b a b||-1|=|b-al=(@a-b)v,.
b b a)\O 0
a b b\(1 a->b
Deméme, Avo=|b a b|| 0 |=| 0 |=(a-buv,.
b b al\-1 b-a
a b b\(1 a+2b
Deméme, Avs=|b a b||l|=|a+2b|=(a+2b)vs.
b b al\1l a+2b

Ainsi, v et v, sont des vecteurs propres de A(a, b) associés a la valeur propre
a— b et v3 est un vecteur propre de A(a, b) associé a la valeur propre a +2b.

b. D’apres les questions précédentes, la famille (vy, v2, v3) est une base de R3,
constituée de vecteurs propres de A(a, b) : donc A(a, b) est diagonalisable dans

c. — Premiercas:a—b=a+2bsoit b=0:alors Sp(A) = {a}.
— Deuxiéme cas: a—b# a+2bsoit b #0:alors Sp(A) ={a—b,a+2b}

5. Etude de Az/3,-1/3-
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a-b =

. R 1 .
a. On montre facilement que le systeme { a+2b = 0 admet une unique

solution : le couple (2/3,-1/3).

b. D’apres ce qui précéde, a— b et a+ 2b sont les valeurs propres de la matrice
A(a, b) donc Ay/3 1,3 admet 1 (de multiplicité 2) et 0 (de multiplicité 1) comme
valeur propres.

c. On montre facilement par récurrence (démonstration déja faite a de multiples
n

1 00
reprises) que pour tout entier naturel n,ona Ay/3,_1;3=P|0 1 0 P71,
0 01
0 00
On a donc (Az/3,-1 /3)2021 =P[0 0 0|.P7!etonmontre facilement que cette
0 00O
matrice est égale a Az/3-1/3
PROBLEME 3
Partie A

T
1. Il,n:f tsin(nt)dt.
0

On pose u(f) = t et V'(t) = sin(nt).

cos(nt) .
. Les fonctions u et v sont de classe C! sur

Onadoncu/(r)=1etv(t)=—

n
[0, 7] donc d’apres la formule d’'IPP :

tcos(nt)]®™ 1 (7 a(-D™!  [sin(n)]® w(-1)"H
L= _Leosint) +—f cos(nt)dt = =D + (2 ) - (1)
n 0 nJo n 0 n
J.[(_l)n+1

Onadonc I}, =

2. Soit k = 3. On pose u(t) = tk et v/ () = sin(nd).
t
On adonc i/ (1) = kt*! et v(2) = _Cos(n )

[0, 7] donc d’apres la formule d'TPP :

. Les fonctions u et v sont de classe C! sur

k T k n+l1
t“cos(nt k (™ (-1 k "
Iin = _cos(nt) +—f t*Lcos(nt)dt = ualla +—f t*~cos(nt)dt
n o NnJo n nJo
b/
Pour calculer f t*~1 cos(nr)dt, on va utiliser a nouveau la formule d’IPP : On pose
0

u(t) = t*1 et v'(¢) = cos(nt).
Onadonc /() = (k—1DtF 2 et v(r) =

sur [0, 7] donc d’apres la formule d'IPP :
T

sin(nt) .
. Les fonctions u et v sont de classe C!

T t*Lsin(nt k-1 7" k-1
ftk_lcos(nt)dt: - (o1 _ ftk_zsin(nt)dt:O——Ik_zyn.
0 n 0 n 0 n
k n+1
n* (-1 k(k—1
On donc bien Iy, , = U M p; )Ik—z,n-

3. On utilise 1 question précédente avec k =3 :
”3(_1)n+1 3x2 n.3(_1)n+1 67.[(_1)71
— n2 1,n = + .

IBn:
’ n n3

n
T T
4.] f(t)sin(nt)dt:f (n°t - )sin(n)dt =n*l,n— Iz
0 0

5 H(_l)n+1 ”3(_1)n+1 67.[(_1)1’1
X +

n n n3

T _1yn+l
Doncf f(t)sin(nt)dt:%.
0 n
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Partie B

1. Soit t€ [-m, ] :ona f(—t) = n?(—t) — (—=1)3 = — f(¢) donc f est impaire.

2. f est dérivable sur [ 7, n] etona f'(f) = n*> —3t>. On a donc

T
fliH=0te . On en déduit que f est décroissante sur | —m,———| et
\/_ \/_ V3
/8 ¢ ost ) T 7
sur |—, 7|, et est croissante sur | ———, —|.
V3 V3 V3

3. f(m) =0etcomme f estimpaire sur [-m, 7], on a f (—x) = 0. Ainsi, la fonction f est
continue en ; et 7, et par périodicité elle est donc continue en tout réel de la forme
kn(k € 7). Comme elle est clairement continue en tous les autres réels, elle est
continue sur R. Représentation graphique :

4. On note S¢(t) la série de Fourier de f en r € R.

a. Comme f estimpaire,ona:

ap =0
vneN*,a, = 0

6ﬂ( 1)n+1
b. f étantimpaire,onaVneN*, b, = f(t) sin(n)dt = S
b4 n
( 1)n+1
Pour tout entier n =1, onadonc b, =12 T
n
+o0o (_1\n+1
C. Onan(t)ZIZZ sin(nt).
n=1

5. Lafonction f est 2 — 7 périodique, de classe C! par morceaux sur R et continue sur R
donc d’apres le théoreme de Dirichlet, pour tout 7 € R, la série de Fourier de f en ¢

converge vers f(f).
)n+1

b4 nm
6. D’apres la question précédente, on a f(—) (—) =12 Z sm(—).
2 2
T 373 nm
Or, f(E) = ry et, pour 7 pair, sin(;) =0 et pour nimpair égala2p+1,ona
2p+1
1n(u) =(-1)? donc:
37[3 +00 )2p+2
=12 (-DP.
8 ,,ZO @p+1)3
+o00 1P 3
Donc ) (—)3 -
p=o 2p+1) 32

n n n et 2n?d )"
7.] fz(t)dt:f (nzt—t3)2dt:f rtt? —2mtt + 10dt = | — - +—
0 0 0 3 5 7 1o

a2’ a’ 8n’

357_W57

T 8n
D 2 =—.
onc[0 fe(nde 105
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8. Lafonction f est 2 —m périodique et continue par morceaux. On peut donc utiliser

I'égalité de Parseval :
1 T 1 +00
> nfz(t)dt:a(z)+§ Zl(afﬁb,%) soit :
- =
1 +00 ( 12(_1)n+1 )2

1 T 2 _ =
;fo f(t)dt—zz

n=1 n3

7 +00

28n 1
On adonc ——— = 144 Z etdonc:
m 105
too 1 7.[6
P v
a. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

no1 1 1
Onaf —dt=— dt=—
n—-1nb n® Ju-1 nb’

1
Pourte[n—-1,n],ona E (fonctlon décroissante) et donc
nb

n1 no1
—dt>f —dt
fnll‘G ln 1726 . "o
Onablen—e—f —Gdt_f —6dt.
n n-11 n-11

b. Soit N un entier supérieur ou égal a 1, et M un entier supérieur a N.

S

n=N+117 n=N+1Jn-1 n6 n=N+1Jn-1 t
Mo M ] -1 1
Mo

1
Onadonc lim Z —65—5d0nc
M—>+oon N+1 n 5N

+00 1 1

)3

—<—.
n=N1 n° 5N®
Partie C

1. Fonction fin(epsilon) :
# Créé par TDR, lLe 12/81/2821 en Python 3.4
def fin(epsilon):
N=1
while 1/(5*N**5)>epsilon:
: N=N+1
return N

1
2. Fonction somme(N) :

def somme(N):
somme_partielle=0
for i in range(1,N+1):
somme_partielle=somme_partielle+1/i**6
return somme _partielle

3. Fonction approxpi6(epsilon) :

def approxipi6(epsilon):
N=fin(epsilon)
return somme(N)

FIN
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