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Chapitre 9 : Equations différentielles

Exemples 1

1. Pour teRona f'(¢) =2e’ —4e % et f"(1) = 2e’ + 16e~*’ donc
3f"+9f —12f = (6+18—14)e’ + (48 —36 —12)e* = 0 donc f est bien solution de
(E) sur R.

l =2t : 2 8
2. PourteRona f'(t)=e (—8c053t—14sm3t)+§t+ﬁet

2
f"(t) = e 2! (~58cos3t —4sin3t) + 3 donc
8

8
f"—4f'+13f = e? [(~58 +32+26) cos3t + (—4 + 56 — 52) sin 3] + t? + t(—ﬁ+ E) +

2 8 6
(— -—+ —) = t%2 donc f est bien solution de (E) sur R.
13 13 13

Exemples 2

1. L'équation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on écrit
I'équation caractéristique associée : 3r2 + 307 + 75 = 0.
Cette équation admet une racine double r = —5 donc :

y‘{t —  (Kit+Kp)e ot (K, K) eR }

2. L'équation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on écrit
I'équation caractéristique associée : > —4r +13 =0.
Cette équation admet deux racines complexes conjuguées r; =2 —3ietrp, =2+ 3i
donc:

_JR — R 2
y‘{ t — e*'(Kjcos3t+K,sin3r) (KI’KZ)ER}‘

3. L'équation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on écrit
I’équation caractéristique associée : r2+3-2v2)r-6v2=0
Cette équation admet deux racines réelles r; = 2v2etr,=-3donc:

g={® T F (K1, K2) € R?
= Ko € )
r - Klez‘/zt+ng_3t b a2

4. L'équation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on €écrit
I'équation caractéristique associée : 3r> —6r +6 = 0.
Cette équation admet deux racines complexes conjuguées r; =1—ietr, =1+idonc:

_JR — R 2
y_{t — el (Kjcost+ Kysint) (KI’Kz)ER}'
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Exemples 3
Résoudre les équations différentielles suivantes

1. Résolution de I'équation homogene :
L'équation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on écrit
I'équation caractéristique associée : 1> —r =0
Cette équation admet deux racines réelles r; =1 et r, = 0 donc :

_JR — R 2

Recherche d’'une solution particuliéere :

On cherche une solution sous la forme f(¢) = Ae 2.

Pour t€R,ona f'(t) = —2Ae * et f'(t) = 4Ae™?L.

f estsolution de (E) sur R si et seulement si, pour tout t € R, on a:

1
4Ae7 % —Ae e = A= 3

R — R

Onadonc ¥ = (K1, K>) € R?

1
r — Klet+K2+§e_2[
2. Résolution deI'équation homogeéne :
Léquation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on écrit
I'équation caractéristique associée : r> —2r+1=0
Cette équation admet une racine réelle double r = 1 donc:

_JR — R 2
’%‘{t —  (Kit+Kp) el (KI’KZ)ER}'

Recherche d’une solution particuliére :

1 est racine double de I'’équation caractéristique, on cherche donc une solution sous
la forme f (1) = (A* + Bt +¢) e'.

Pour r€R,ona f'(t) = At + B) e et f" (1) = 2Ael.

f estsolution de (E) sur R si et seulement si, pour tout €R,ona:

A = 1/2
e'[At? +(—2A+B)t+ 2A-2B+(C)]|=e'l<={ B = 1
C =1

R — R
Onadonc .¥ = (K1, K») € R?

1 2 t
— |3+ KD+ (T D)|e

3. Résolution de 'équation homogene :
Léquation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on écrit
I'équation caractéristique associée : 1> —4r +3 =0
Cette équation admet deux racines réelles r; =1 et r, = 3 donc:
5”0:{ [;R — ilet-l-ngSt (KI’KZ)ERZ}.
Recherche d’une solution particuliére :
1 étant une racine simple de I’équation caractéristique, on cherche une solution
sous la forme f (1) = (At + B)e'.
Pour teR,ona f'(t) = (At+ A+ B)e' et f"(r) = (At +2A+ B)e’.
f estsolution de (E) sur R si et seulement si, pour tout € R, on a:

1 1
(2A+B-4A—-4B+3Blel =el <= A= —5 Donc () = —Etet convient.

R — R

r - (Kl_lt)et'i'ng?’t (Kl,Kz)'ERZ
2

Onadonc ¥ =
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4. Résolution de I'équation homogene :
L'équation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on écrit
I'équation caractéristique associée : r> —4r -3 =0
Cette équation admet deux racines réelles r; = —1 et r, =4 donc :

_JR — R ,
yo_{ t — Kle_t+K284t (KI;KZ)ER }

Recherche d’une solution particuliere :

1 étant une racine simple de I’équation caractéristique, on cherche une solution
sous la forme f(r) = (At + B)e™".

Pour teR,ona f'(t) = (—At+ A—B)e " et f"(r) = (At —2A+ B)e™".

f estsolution de (E) sur R si et seulement si, pour tout € R, ona:

1 1
(-2A+B-3A+3B-4B)e l=ele= A= -z Donc f(1) = —z te”! convient.

R — R

= 1
On a donc # . (Kl—gl')e_t+ng4t

(K1, K2) €R?

5. Résolution de I'équation homogene :
L'équation différentielle est du second ordre a coefficients constants : on écrit
I'équation caractéristique associée : r> —3r +2=0
Cette équation admet deux racines réelles r; =1 et r, = 2 donc:

_JR — R 2

Recherche d’une solution particuliére :

On passe en complexe : cos t est la partie réelle de e'’ donc on cherchera la partie
réelle de I'équation dont le second membre est e'. On cherche donc une solution
sous la forme f () = Ae'’.

Pour t€R, ona f'(¢) = Aie'’ et f"(t) = — Ae'’.

f estsolution de (E) sur R si et seulement si, pour tout £ € R, on a:

. . 1 1+3i 1+3i .
(—A-3iA+2A)el =e!l <= A= = .Donc f (1) = ——¢'’.

1-3i 10 10
On prend la partie réelle de f(#) qui es égale a 10 cost— T sin t.

R — R

Onadonc.¥ = (K1, K») € R?

1 3 .
t — Ke'+Ke?+—cost——sint
10 10
6. On va appliquer le principe de superposition des solutions : on résout donc les deux
équations différentielles (E1): y" —3y'+2y =sintet (E;):y" -3y +2y =cost.
On remarque que I’équation différentielle homogeéne a été résolue dans la question
précédente, ainsi que (E»).
Pour trouver une solution particuliere a (Ey), il suffit de prendre la partie imaginaire
de la fonction f(f) trouvée a la question précédente. Cette partie imaginaire est égale

a—cost+—sint.

En calculant la somme des deux solutions particulieres de (E7) et (E»), on trouve une
2

solution particuliere de (E) égale a = cost— = sint.

R — R

Onadonc ¥ = (K1, K>) € R?

¢ o, 2 L.
t — Ke' +Ke +SCost 531nt
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Exemple 4
1. On arésolu cette équation différentielle a I'’exemple 3 1.

1
Les solutions sont les fonctions f définies sur R par f(f) = Kie’ + K + ge‘Zt etona

2
donc f'(t) = Kye! - ge‘Zt.

— Ki+K+- =0
0 0 1 2 = =
Onadonc{ f,( ) | = 2 — K 3
3
‘ 4 11 o
La solution cherchée est donc f(t) = ge ge

2. On arésolu cette équation différentielle a 'exemple 3 6.
Les solutions sont les fonctions f définies sur R par

2
f(0) = Kjel + Kye?! + gcos t— gsint et on a donc

1 2
() = Kje' + 2K,e?! — = cos t— gsin .

31 2 31 17
fo) = — Ki+K+- = — K = -—
On adonc 10, 5 10, 10
Flo) = 69 Ko 42K 1 69 K = 22
La solution cherchée est donc f(t) = —Eet + EBZI + = cost— = sin ¢

Exemples 5
Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. Pour trouver des solutions polyndmiales, on va raisonner par analyse-synthése.
Analyse :
On suppose que I'équation différentielle admet une solution polynoémiale P de degré
n=0:onpose P(x) = a,x" + R(x) avec deg(R) < n et a, #0.
On a alors P'(x) = na,x" ! + R'(x) avec deg(R') < n—1 et donc
—4xP' = —4na,x" + Ry (x) avec deg(R;) < n.
En outre, P"(x) = n(n—1)x"""2 + R"(x) avec deg(R") < n—2 et donc
(x?=3) P" = n(n—1)a,x" + Ry(x) avec deg(Ry) < n.

Si P est solution de (E) alors son terme de degré n est nul, soit
(n(n—1)—4n+6)a, =0< n?>-5n+6=0puisque a, #0, etdonc n=3 oun=2.

Synthese :
Soit P une fonction polyndémiale de degré 3, solution de (E).
On aalors P(x) = Ax® + Bx*+ Cx+ D, P'(x) =3Ax*+2Bx+ C et P"(x) =6Ax + 2B.
P est solution de (E) <
(x*—3)(6Ax+2B)—4x(3Ax*+2Bx+C)+6(Ax*+Bx*+Cx+D) =0
<= (-18A+2C)x—6B+6D=0<= C=9Aet D = B avec A et B quelconques.
Ainsi, P(x) = A(x*+9x) + B(x* + 1)
On a deux solutions linéairement indépendantes (ce sont des polynémes de degrés
distincts) qui constituent donc une base des solutions de (E) :
_JR — R 2
y‘{ x — A(xX*+9x)+B(x*+1) (4,B)ER }
2. On considere I'équation différentielle (E) : (x2 +1)y"-2y=x.

a. Pour trouver la solution polyndémiale, on va raisonner par analyse-synthese.
Analyse :
On suppose que ’équation différentielle (Ey) admet une solution polynomiale P
de degré n=0: on pose P(x) = a,x" + R(x) avec deg(R) < net a, #0.
On a alors P'(x) = na,x" ! + R'(x) avec deg(R") < n—1
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Chapitre 9

En outre, P"(x) = n(n—1)x"""2 + R"(x) avec deg(R") < n—2 et donc
(x*+1) P" = n(n—1)a,x" + Ry(x) avec deg(Ry) < n.

Si P est solution de (Ej) alors son terme de degré n est nul, soit
(nn-1)-2)a,=0=n>-n-2=0 puisque a, # 0, et donc n = —1 (exclus) ou
n =2:Si P est une solution polynémiale de (Ey) alors P est de degré 2.

Synthese :

Soit P une fonction polyndémiale de degré 2, solution de I'’équation homogene
associée.

On aalors P(x) = Ax?> + BX +c¢, P'(x) =2Ax+ B et P"(x) = 2A.

P est solution de

(E)) = (x*+1)2A-2(Ax*+Bx+c¢)=0< —2Bx+2A-2C=0<B=0et
C = A avec A quelconque.

Ainsi, P(x) = x2 + 1 convient.

On pose f(x) = k(x)P(x). On a donc f'(x) = k' (x) P(x) + k(x)P'(x) et

f"(x) = K" (x)P(x) + 2k (x) P’ (x) + k(x) P" (x).

f estsolution de

(Ep) < (x* +1) (K" (x)P(x) + 2Kk (x) P'(x) + k(x)P" (x)) — 2k(x) P(x) =0

= k() [(x2+1) P"(x) —2Px) ] + (x2 +1)° K" (x) + 4x (x2 + 1) K'(x) = 0

= (x*+1) k" (x) +4xk'(x) =0
4x
x*+1

L'équation différentielle précédente est équivalente a k" (x) + K'(x)=0.

4x 2x
- = X
x2+1 x2+1

On doit trouver une primitive de x — sur R.

u/
Cette fonction est du type 2 x —, et donc 2 x In |x2 + 1| =In [(xz + 1)2] convient.
u

! _ _ 2 21 _ a
Onadonck(x)—aexp( ln[(x +1) ])— (x2+1)2.
— / _
On pose u(x) = 211 etv'(x)=1.
—-2x
On a donc u’(x):—zet v(x) = x.
(x2+1)

Les fonctions u et v sont de classe C! sur R, on peut utiliser la formule d’'IPP :
dx X x? X x2+1 1
S R N Y [y g —
(x2+1) x*+1 (x2+1) x?+1 (x2+1) (x2+1)

1 X dx .
On adonc Zf—dx: +f soit :
(x2+1)2 x2+1 (x2+1)

f 1 dx = a + 1Arctan X
(x2+1)? S 2(x2+1) 2 '
kx)=a (— + 1Alrctan x) et finalement :
2(x%+1) 2
a 2
flo)= > (x+ (x” +1)Arctan x)

R — R

- 2
%_{ X A(x+(x2+1)AICtale)+B(x2+1) (AB)eR }

5 Equations différentielles
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e. On cherche une solution de (E) sous la forme d'un polynéme de degré 1 (pour
annuler le y").

X
On voit immédiatement que y = ~5 convient, et que donc :

R — R
= 2
y_{ x - —g+A(x+(x2+1)Arctanx)+B(x2+1) (4,B)eR }

3. Pour trouver la solution polynoémiale, on va raisonner par analyse-synthese.
Analyse :
On suppose que I'équation différentielle admet une solution polyndémiale P de degré
n=0:onpose P(x) = a,x" + R(x) avec deg(R) < n et a, #0.
On a alors P'(x) = na,x"! + R'(x) avec deg(R') < n—1 et donc
(x+2)P' = na,x" + Ry (x) avec deg(R;) < n.
En outre, P (x) = n(n—1)x"""2 + R"(x) avec deg(R") < n—2 et donc
x(x+1)P"=n(n-1a,x" + Ry(x) avec deg(Ry) < n.

Si P est solution de (E) alors son terme de degré n est nul, soit
(n(n-1)+n-1)a,=0< (n—1)(n+1) =0 puisque a, #0, etdonc n=1.

Synthese :

Soit P une fonction polynoémiale de degré 1, solution de (E).

Onaalors P(x) = Ax+ B, et P'(x) = A.

P est solution de (E) < (x+2)A— (Ax+ B) =0 < B =2A avec A quelconque.
Ainsi, P(x) = x + 2 convient.

Pour trouver une deuxiéme solution linéairement indépendante de P, on utilise la
méthode de variation de la constante : on pose f(x) = k(x)P(x).

On adonc f'(x) = k' (x) P(x) + k(x) P'(x) et

f(x)=k"(x)P(x) + k' (x) P'(x) + k' (x) P' (x) + k(x) P (x).

f estsolution de (E) <= k(x) (x(x+ 1) P"(x) + (x+2)P'(x) - P(x)) +
k'(x) (x(x+1)2P'(x) + (x +2)P(x)) + x(x + DP(x) k" (x) =0

= [2x(x+ 1)+ x+2)?] K'(x) + x(x+ 1) (x+2)k"(x) =0

— (3% +6x+4)K' () +x(x+ 1D (x+2)k"(x) =0

Sur chacun des intervalles I; =] —oo; —2[, I =] —2; -1, I3 =] — 1;0][ et I; =]0; +o0o|,
cette équation est différentielle s’écrit :

3x2+6x+4
K'x)+ ——— k' x) =0

X(x+1D(x+2)
Pour résoudre cette équation différentielle en k' sur I'un quelconque de ces

3x2+6x+4

x(x+Dx+2)
Pour cela, on cherche A, B et C réels tels que pour tout x de cet intervalle, on ait :

intervalles, on doit trouver une primitive sur cet intervalle de x —

3x2+6x+4 A B C

X+ Dx+2)  x x+1 x+2

En multipliant les deux membres de cette égalité par x et pour x =0,0ona A=2.

En multipliant les deux membres de cette égalité par x + 1 et pour x = -1, on a
B=-1.

En multipliant les deux membres de cette égalité par x+2 et pour x =-2,ona C=2.

3x2+6x+4 2 -1 2
On adonc =—+ +
x(x+Dx+2) x x+1 x+2
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xz(x+2)2)

Une primitive de cette fonction sur I'intervalle choisi est donc ln( 1
X

x+1

On peut donc résoudre I’équation différentielle en k' et on trouve k'(x) = am
x*(x

On cherche maintenant une primitive de cette fonction sur I'intervalle choisi :
On cherche donc quatre réels A, B, C et D tels que pour tout réel x de cet intervalle
on ait:

x+1 A B C D

—_— =+ —+ +
xX2(x+2)2 x x2 x+2 (x+2)?

On peut cette fois procéder par identification :

A B C D Ax(x+2)°2+B(x+2)%+Cx?*(x+2)+ Dx?
—+—=+ + = =
x x2 x+2 (x+2)? x2(x+2)2
(A+C)x®*+(4A+B+2C+D)x*+(4A+4B)x+4B
x2(x+2)2

A+C =0 D = -1/4

4A+B+2C+D = - C =0

4A+4B =1 A =0

4B =1 B = 1/4
On 4 donc x+1 1/4 1/4

- = —

xX2(x+2)2  x2  (x+2)?
1

On adonc k(x) = a(—— +

) et donc la solution cherchée est :

4x 4(x+2)

xX+2 xX+2 x+2 1

fxX)=al|- + — | 2
4x 4(x + 2) 4x 4
En appelant I I'un quelconque des intervalles définis précédemment, on a donc :
I — R
= x+2 1 2
y[ X — A(x+2)+B(__+_) (A,B)ER
4x 4

4. Pour x € R, on pose z(x) = (1 +e) y(x).
Onadonc y'(x) =e*y(x)+ (1 +e¥)y'(x) et
Z'x)=e*yx)+ery' (x)+ A +eN)y"(x) + ey (x) =e*y(x) +2e*y' (x) + 1 +e¥)y" (x).
On s’apercoit que z"(x) + z(x) = (1 + e y(x)" +2e*y' (x) + (2e* + 1) y(x) et 'équation
différentielle devient :
Z" +z=xe”.

On a donc une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. Pou
trouver les solutions de I’équation homogene associée, on écrit I'équation
caractéristique r?2 +1 =0, don les solutions sont i et —i.

R — R
Onadonc%:{ X +— Acosx+Bsinx (A’B)ERZ}
On cherche une solution particuliere de I'équation avec second membre sous la
forme f(x) = (ax+ b)e* :ona f'(x) = (ax+ a+ b)e* et f"(x) = (ax+2a+ b)e*
f est solution de (E') < e*(ax+2a+ b) + e*(ax+ b) = xe*
a = 1/2

2a =1
X _ X D et
— e*(2ax+2a+2b) = xe <:>{ { b = 1-/2

2a+2b = 0

. o 1
Une solution particuliere est f(x) = 3 (x—1)e*.

On en déduit les solutions de (E) :
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R — R

1
Acosx+Bsinx+z(x—1)ex (A, B) € R?

K
I

X —
1+e*

. /] T .
5. Pour x dans un intervalle I} = ]_E + k; > + km [, on pose y(x) = z(f) = z(sinx).

On a donc y'(x) = cosxz/(sin x) et ¥ (x) = —sin xz'(sin x) + cos® xz" (sin x).

y" (%) + ¥ (x) tan x — y(x) cos? x = — sin xz' (sin x) + cos? xz" (sin x) + sin xz' (sin x) —
cos? xz(sin x) = cos? x (2" (sin x) — z(sin x)).

Sur I, on a cos x # 0 donc cette équation est équivalente a :

Z'(t)—z(1) =0.

On montre facilement que les solutions de cette équation différentielle sont les
fonctions du type z(1) = Ae’ + Be~! avec A et B réels.

On en déduit les solutions de (E) sur Iy :

I, — R
ylk = { X — Aesinx +Be—sinx (A,B) € RZ}

6. Soit a # 0 : on cherche une solution de I’équation homogeéne sous la forme y(x) = x%
avec x # 0.
Onay'(x)=ax* ety xX)=a(@a—-1x
22y (x) +4xy (x) +2y(x) = a (@ — 1) x* + 4ax® ' +2x% = (a (@ — 1) + 4a +2) x©
y est solution de I’équation différentielle homogene si et seulement si
a’+3a+2=0=a=-2oua=-1.
On a donc deux solutions linéairement indépendantes sur ] — oo; 0[ ou sur ]0; +o0l.

a-1 a-2

I — R
S = A B (ABeR?
X — —+ )
X X
+00 (_1)n+1
Pour x€]-1;1[,onaln(1+x)= ) x".
-1 n
8 +00
On suppose qu'il existe une série entiere Y a,x", de rayon de convergence R # 0,
n=0
qui soit solution de (E).
+00 +00
Pour x €] — R;R[,ona y'(x) = Z na,x" lety"(x)= Z nn-1)a,x"?
n=1 n=2
Comme ces trois séries ont le méme rayon de convergence, on a
+00 +00
X2y () +4xy' () +2y(x) = ) [n(n—1D +4n+2]apx" =) (n+2)(n+a,x"
n=0 n=0

On montre facilement que cette série entiere a un rayon de convergence égal a 1. Par
le théoréme d’égalité des séries entieres, on a donc :

ao =1
(_1)n+1
vnzl,a, = ————
nn+1)(n+2)
+00 (_1)n+1
La série entiére yo(x) = ) x" est donc solution de I'équation

=1 h(n+1)(n+2)

différentielle sur] —1;1].
Finalement, les solutions de (E) sont les fonctions définies sur ] — 1;0[ ou ]0; 1[ par

X)=—+— (x)
X + + X).
y > T Jo

Exemples 6
1. On pose X(f) = (x(t)) etA= (4 _2) :

y(t) 1 1
Le systeme différentiel s’écrit alors X'(¢) = AX(t). On réduit la matrice A :
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X—-4 2
-1 X-1

Ainsi, le polyndme caractéristique de A est scindé a racines simples sur R donc A est

diagonalisable dans R.

Soit V; un vecteur propre associé a la valeur propre 3 : V; e Ker (31d — A).

-1 2} (1 -2
(3Id_A):(—1 2)2(0 0)

XA(X):det(XId—A):’ ’:(X—S)(X—Z).

On a donc un pivot (y) et un parametre (x) et donc V; = (?)

Soit V, un vecteur propre associé a la valeur propre 2 : V, € Ker (21d — A).

-2 2) (1 -1
(ZId_A):(—l 1)2(0 0)

1
On a donc un pivot (y) et un parametre (x) et donc V5 = (1)

La famille {V}, V»} est une famille de deux vecteurs propres associés a deux valeurs
propres distinctes donc c’est une base de R.
. e 30
Dans cette base, la matrice A s’écrit D = ( 0 2).
a(

Soit (,5(

t
t; ) les coordonnées de X (¢) dans cette base, on a donc:

(a’(t)) B (3 0) (a(t))

g@) (0 2J{B®

Il existe donc deux constantes réelles k; et k» telles que :
a(t) kpe3t
B(r) = ko'

D’apres les formules de changement de base, on a donc:

o)1 1ol

soit :
x(t) = 2k + ket
y(t) = kie3+koe?!
_[x(2) (1 —4) .
. On pose X(f) = (y([)) etA= (1 1 ) :
Le systeme différentiel s’écrit alors X'(¢) = AX(¢). On réduit la matrice A :
xa(X) =det(XId - A) = X__ll X‘i 1‘ = [X-(1-2D)][X - (1 +2D].

Ainsi, le polyndme caractéristique de A est scindé a racines simples sur C donc A est
diagonalisable dans C.
Soit V; un vecteur propre associé a la valeur propre 1 —2i: V; € Ker ((1—-2i)Id — A).

. ~2i 4 12 (1 2 1
((1_2‘)”_‘4)‘(—1 —2i)Z(—2i 4)2(0 0) b=l oile

1
On montre de méme qu’un vecteur propre associé a la valeur propre 1 + 2i est

< f

La famille {V;, V5} est une famille de deux vecteurs propres associés a deux valeurs
propres distinctes donc c’est une base de R.

_2'
On a donc un pivot (x) et un parametre (y) et donc V; = ( 1).
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1-2i 0
Dans cette base, la matrice A s’écrit D = ( ! )

0 1+2i
a(t)

Soit (ﬁ(l‘)

) les coordonnées de X (¢) dans cette base, on a donc:

a'(n)) _(1-2i 0 \[a(®)
g 0o 1+2if\B()

Il existe donc deux constantes complexes a; +ib; et ay +ib; telles que :

a(t) = (ap+iby) el
B(1) (a +iby) e1+201

D’apres les formules de changement de base, on a donc:
(x(t)) _ (—21 Zi) (a(t))
y@m) {1 1)\B@®

2i[(ay +iby) €172 4+ (a5 +iby) e1 2V
(a1 + lbl) 8(1_21” + (Clg + lbg) e(1+21)t

soit :

{ x(1)

y(1)
x et y sont a valeurs complexes, on peut prendre comme solutions les parties réelles
de x et de y, soit :

{ x(t)

y(1)
Remarque : On aurait pu choisir les parties imaginaires de x et de y, et on trouve les
mémes solutions... les roles des constantes a; et b; sont inversées!

x(t) 020
3. On pose X(1) = (y(t)) etA= (1 0 2) :

2e’ [(by + by) cos(28) + (az — ay) sin(21)]

4
el [(ay + a») cos2t) + (by — by) sin(21)] (a1, az, b1, b) €R

z(t) 010
Le systeme différentiel s’écrit alors X'(r) = AX(¢). On réduit la matrice A :
X -2 0
raX)=det(XId-A)=|-1 X =2/=X(X-2)(X+2).
0 -1 X

Ainsi, le polyndme caractéristique de A est scindé a racines simples sur R donc A est
diagonalisable dans R.

On montre facilement qu’'en appelant V;, V; et V3 des vecteurs propres associés aux
valeurs propres respectives 0, 2 et -2, on a :

) )

La famille {V1, V», V3} est une famille de trois vecteurs propres associés a trois valeurs
propres distinctes donc c’est une base de R.

00 O
Dans cette base, la matrice A s’écrit D = (0 2 0 )
00 -2

\S)

a(r)
Soit | B(2) | les coordonnées de X (¢) dans cette base, on a donc:

Y ()
a'(1) 0 0 0)fa(
(ﬁ’(t)):(O 2 0 (,B(t)
Y (¢) 0 0 -2)\y®
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Il existe donc trois constantes réelles k;, k; et k3 telles que :

a(t) = k
B(t) = kye?!

y(t) = ke ?!

D’apreés les formules de changement de base, on a donc:

x(t) -2 2 2\ (a®
y@ =0 2 -2]|6®1)
z(1) 1 1 1 ¥ (1)

soit :
x(t) = -2k +2k2€2t+2k36_2t
y(t) = 2koe?’ —2kse %!
z() = k +k262t+k36_2t

. De facon analogue aux exemples précédents, on est amené a résoudre le systéme

x'(1) I 1 0)/[x()
yol={-1 2 1||{y®
Z'(1) 1 0 1)\z(n)

On montre facilement que Sp(A) = {2;1 —1i;1 +1i} donc A est diagonalisable dans C.
Les vecteurs propres associés a ces valeurs propres sont respectivement :

1 —1i i
Vi=|1|,Vo=|-1]etVs=|-1].
1 1 1

La famille {V}; V»; V3} est une famille de trois vecteurs associés a des valeurs propres

distinctes dont c’est une base de C3.
a(t)

Dans cette base, en appelant ( ,B(t)) les coordonnées de X(¢), le systéme s’écrit :
y(2)

a'(1) 2 0 0\ [a()
(,B’(t)) = (0 1-i 0 ) (,B(t))
Y'(¢) 0 0 1+iJ\y®

On adonc
a(t) = (a1+ib1)e2t.
Bty = (ag+ib)e ™" (ay, by, az by, a3, bs) € R®
y(©) = (as+ibs)edtV!

D’apres les formules de changement de base, on a

x(t) 1 -1 1)\ (fal
yo =1 -1 -1||pw
zn) \1 1 1)y

X, y et z sont a valeurs complexes, on peut prendre comme solutions leurs parties
réelles, et on trouve :

x(t) = ae* +el[(b,—Db3)cost+(—ap—as)sint]
y(t) = aje*’+e’[(—ay— as)cost+ (bs— by)sint]
z() = ae® +el[(ay+ as)cost+ (by— bs)sint]

ou aq, ay, as, by et by sont des constantes réelles.
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x(1) 8 -1 -5
5. Onpose X()=|y(@) |etA=|-2 3 1
z(t) 4 -1 -1
Le systeme différentiel s’écrit alors X'(r) = AX(¢). On réduit la matrice A :
X-8 1 5

1aX) =det(XId-A)=| 2 X-3 -1 |=(X-4?>X-2).
-4 1 X+1
Ainsi, le polyndme caractéristique de A est scindé sur R donc A est au moins
trigonalisable dans R.
On montre facilement que le sous espace propre associé a la valeur propre 2 est

1
engendré par V; = | 1|, et que le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est
1
1
engendré par Vo, =|-1].
1

La somme des dimensions des sous-espaces propres est strictement inférieure a 3,
donc la matrice A n'est pas diagonalisable.
En revanche, on peut la mettre sous forme de Jordan : on sait qu'’il existe un vecteur

V3 tel que la famille {V;, V5, V3} soit une base de R et telle que dans cette base, la
2 00
matrice As’écrit T=[0 4 1].
0 0 4
Le vecteur V3 vérifie AV3 = V, +4V3, soit (A—41d) V3 = V, : on résout le systeme
associé a la matrice augmentée :

4 -1 -5]1 -2 -1 1 |-1 -2 -1 1 |-1
-2 -1 1|/-1}| ~}| 4 -1 =51 | ~| O -3 -3|-1
4 -1 5/1)"VLo o oflo/ " Lo o oo
x = 1/3+z
Onadonc{ y = 1/3-z
Z = 2
1/3
En prenant zp =0, on a V3 = | 1/3 | et on montre facilement que la famille {V3, V>, V3}
0
est une base de R3.
a(t)
Soit | B(?) | les coordonnées de X (¢) dans cette base, on a donc:
Y (1)
a' (1) 2 0 0)(a(
gml=[o 4 1||[sW®
Y () 0 0 4)\y®

On a donc a(f) = k1e??, y(r) = kse?! et f est solution de I'équation différentielle
B' (1) = 4B(t) + kze*.

On doit résoudre cette équation différentielle. Les solutions de I’équation sans
second membre sont les fonctions définies sur R par () = koe*’ avec k, € R.
On cherche une solution particuliere a 'aide de 1a méthode de variation de la
constante :

On pose f(f) = k»(t)e? ot1 k, est une fonction de classe C! sur R. On a alors
(@) = kh(0)e* +4ky (e’

f estsolution de I'équation différentielle sur r si et seulement sion a:
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VieR, ky(1)e + 4k (r)et! = 4k (1)et! + kset' < V1 e R; k) (2) = ks donc k(1) = kst
convient, etona:

B(0) = (kst + kp) e (k € R).
Enfin, d’apres les formules de changement de base, on a :

x(1) 1 1 1/3 kye?!
(y(t)) = (1 -1 1/3) ((kgt-l— k») et ].
z(t) 1 1 0 kset!

1

x(t) = k182t+ k3(t+§)+k2]e4[

y) = k182t+ kg(—t-i-l)—kz et! (kl’kz’k‘?’)ERs'
3

z(t) = kleZt + (kst+ k) et

Il existe donc trois constantes réelles ki, k; et k3 telles que

a(t) = ke?
B() = kel +y()
y() = ket

D’apreés les formules de changement de base, on a donc:

x(1) -2 2 2)\({(a®
y@ =0 2 =211
z(1) 1 1 1 v (1)

soit :
x(t) = -2k +2k2€2t+2k36_2t
y(f) = 2k262t —2k3e_2t
z(t) = k +k262t+k36_2t
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