TSI3 2020-2021

TD Chapitre 10 : Fonctions vectorielles - Courbes paramétrées

Exercice 1
2cost 3cost
Ona F+G= 0 ,3F =|3sint|, F.G =cos®t—sin®t—2¢>
-t 3t
—tsint
|F+Gl|l=V4cos?t+t2et FAG = 3tcost
—2sintcost
Exercice 2
int —
1. Ona linécos t= 1,lin&T = 1,lin% te?! = 0 donc la limite de F en 0 existe et
1— t— t—
1
lIimF=|1|=1i+].
—0
0
2. Les trois fonctions coordonnées sont dérivables sur R* donc F également, et pour
treR*,ona:
—sint
- tcost—sint
F=| ——"
t2
2t +1)e*!

1
3. En posant F(0) =|1],1afonction F ainsi prolongée est continue sur R d’apres la
0

question 1.

4. On étudie la dérivabilité en 0 de la deuxieme coordonnée (la premiere et la troisieme
ne posent aucun probléme en 0).

sint
) P sint—t
On cherche donc lim =lim 5
t—0 r =0 .
sint
B sint—t t 1
Onasint=t-—+o0(f*) donc =——+0(t) etdonc lim =0.
0 6 2 0 6 t—0 t
—_ O —
Ainsi la fonction F est dérivable en 0, avec F'(0) = | 0 | La fonction vectorielle F
1

est-elle dérivable sur R?

5. En posant P la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de u, v et w dans la
base canonique, X les coordonnées de F dans la base canonique et Y les
coordonnées de F danslabase (i, v,w) ona X = PY' ouencore Y = P71 X

1 01 1 1 -1
OnaP=|1 1 0}, onmontre facilement que Pl=-|-1 1 1 | eton calcule
01 1 21 -1 1

facilement Y (¢)
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Exercice 3
— Limitede x(7) :
e’ = o(e’) et thm e’ = +oo. En outre, ¢ — cos t est bornée sur R donc hm x(6) =
(e.¢] —+00
— De méme, lim y(t) =
[—+o0

A . et
— Deméme, lim z(t) = l —=1.
I—+00

=400 el
_ 0
Donc lim F(t)=]0].
t—+00 1

Exercice 4
1. 801t h eR. Les fonctlons coordonnees sont clairement dérivables en 1 et
F’(to) —sinty 7 +cos toj
On a donc HF’(tO)H Vsin? £y +cos? 1y = 1 et

F (o). F (ty) = —cos tysin ty + cos fysin fy = 0.
Donc F' (tp) est un vecteur de norme 1, orthogonal a F (o).

2. YneN, on montre facilement par récurrence les propriétés suivantes :

cos?()=cost ; cos*V(f)=—sint ; cos®*D(f)=—cost ; cos*"I(¢)=sint
sin®?(f) =sint  ; cos®*V(f)=cost ; cos?®I()=—sint ; cos®I(t)=—cost
Onadonc, VneN:
FU4 () = costi +sintj
F@ Dy = —ginti +cost j
FU2 (= —costi —sint j
FU3) () = sinti —cost j
Exercice 5

=

—_ —\/ —_ —_— 1 —_ 2
— Pour t€R*,ona(F+G) (t):F’(t)+G’(t):(1—§) i +(—2t—§)

— D’apreés la propriété 2 du cours, on a, pour tout réel non nul ¢ :

1 1

28 wFoowsForcoo VT2 V) [Flette

(F.G) (t)_F(t).G(t)+F(t)+G(t)—(_tz)- 2 +(_2t' i =770
13 r?

Remarque : on peut facilement montrer que pour tout réel ¢ non nul, ce produit
scalaire est constant (égal a 0), ce qui permet de retrouver le résultat.
— D’apres la proprlete 2 du cours, on a, pour tout réel nonnul ¢ :

‘ F(t)F’(t) t—213
[Fo]  vere
Exercice 6

Soit t € R* :
—_ e 1—) —\/ 1—>
— kW F(0)="7 -] donc (kF) t) = —

—

— FOk(t):Fz _F] donc(FOk) (1) =

—514‘7].
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Exercice 7

N r>-1
On cherche d’abord I'’ensemble de définitionde F : t € @f — { re {g Ckmike Z}

F est donc définie au voisinage de 0. On cherche les développements limités en 0 a 'ordre 3
de chacune des fonctions coordonnées :

(1) ~
—x(t)—ln(l_l_t)—ln(l—i-t) In(1+ 1)

Donc x(t) = t2+0(t3)—(t—t—2+t—3+0(t3)):—t+3—t2—t—3+0(t3)
0 2 3 0 2 3 '

1 t?
— 1= = =1+ — + o(#3) puisque =1+u+o(u).
yo) cost 0 12 0 2 (%) puisq 1-uo ()
1-—+o0(r%)
2
— Ona =1-u+u®+o0(u?)donc =1-*+o(r?).
1+u o0 0

1412
3 3

r r
On a donc z(#) = Arctan ¢ = Arctan 0 + t—§+o(t3) = t—§+o(t3).

- 0 -1 3/2 -1/3
Finalement, ona F () = | 1| +¢| 0 +2 |12+ 0 [+0 ()
0 1 0 -1/3

Exercice 8
1. Soit e I:onag(f)= F(8).F(#) donc g'(5) =2F"(t).F (1.

2. Supposons que le norme du vecteur f(t) soit constante : on a alors, pour tout réel ¢
del, F' (t).f () = 0 donc le vecteur vitesse est orthogonal au vecteur position en
tout point.

Remarque : C’est le cas pour le mouvement d'un point mobile sur un cercle centré
en l'origine du repere : en tout réel ¢ le vecteur position a une norme constante
(penser au rayon du cercle) et donc le vecteur vitesse est orthogonal a ce vecteur
position.

Exercice 9

1. On suppose que en tout réel ¢ les vecteurs F(t) et g (¢) son colinéaires : il existe
donc une fonction réelle k telle que en tout réel ¢, on ait 7(1‘) = k(t)§ (1).
On a alors ?’(t) =k'()g (1) + k(t)g'(1), et on comprend que les vecteurs 7’(t) et
Tg" () peuvent ne pas étre colinéaires.
Contre-exemple :

On pose g (1) = (1) et f(f) = (;2) conabien f(f) = k(g (#) avec k(f) = .
En outre, on a E(t) = ((1)) et ?(t) = (zlt) qui sont clairement non colinéaires!
2. Onsuppose que pourtoutre I cR,, ?’(t) et g'(1) sont colinéaires. Le

- t - 1 —
contre-exemple g'(t) = (tz) et f'(1) = (t) montre qu’il n’existe pas ¢ € R? tel que

f (1) = C et g (1) sont colinéaires.
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Exercice 10
1. Clairement, on a ?(O) = 7(1) -0.
2¢t—-31%
1-2¢ |
tlp=0o0uty=2/3
lh=1/2

2. C'est évident, etona f'(f) = (

3. Ona ? () = 0 = { donc il n’existe pas de £y €]0; 1[ tel que

=0,
4. On en déduire que le théoreme de Rolle est faux pour les fonctions vectorielles.

Exercice 11
Réduction du domaine d’étude
Les deux fonctions x et y sont évidemment 2 — 7 périodiques : on peut les étudier sur un
intervalle de longueur 27, par exemple [—7; 7].
On remarque que x(f+ ) =sin(t+ ) = —sint = —x(f) et
y(t+m) =sin(2t +2m) =sin(2¢) = y(¢) : on peut donc étudier x et y sur un intervalle de
longueur 7, par exemple [—%, g] et compléter la courbe par symétrie axiale par rapport a
(Oy).

. . . . 4
Enfin, x et y sont des fonctions impaires donc on peut les étudier seulement sur I = [O, 5]

et compléter la courbe par symétrie centrale par rapport a |’origine.

Tableau des variations simultanées de x et y
/1
Soittel:onax/'(t)=cost>0surlety (r)=2cos2t>0<t€ [O;Z]. On en déduit le

tableau :
t 0 /4 /2
1 0
x'(7) + E +
2
|
() I V2
0 2
rm |2 + 0 - 2
1
w1 / \
0 0

Etude des tangentes particuliéres

. . N T . .
On a une tangente horizontale au point de parametre 1 et une tangente verticale au point

. T
de parametre 7

Recherche de points multiples
x étant strictement croissante sur I, il est inutile de rechercher des points multiples!

CORRECTION TD Chapitre 10 4 Fonctions vectorielles - Courbes param.
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Tracé de la courbe
On commence par tracer la courbe pour te I:

= 14

Et enfin par symétrie axiale d’axe (Oy) :

Exercice 12

Réduction du domaine d’étude

Soit teR:ona x(f+2m) = x(t) +2m et y(t +27) = y(¢) donc en construisant la courbe pour ¢
appartenant a un intervalle de longueur 27, on la complete par translations de vecteurs
2kn i avec ke€Z:on peut par exemple I'étudier sur [—7;7].

En outre, on x(—1) = —x(t) et y(—t) = y(¢) donc on peut représenter la courbe pour

t € [0,7] = I etla compléter par symétrie axiale d’axe (Oy).
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Tableau des variations simultanées de x et y
Soittel:onax'(f)=1-cost=0sur ety (t)=sint=0sur I. On en déduit le tableau :

L 0 I
x'() 0 + 2
n
(1) /
0
v'(1) 0 + 0
2
(1) /
0

Etude des tangentes particulieres

On a un point singulier de parametre 0 et une tangente horizontale au point de parametre 7.

On calcule x"(#) =sint et y" () = cos t donc on en déduit qu’au point de parametre 0, 1
x”(O)

y// (0))

Recherche de points multiples
x et y étant strictement croissantes sur I, il est inutile de rechercher des points multiples!

0 . . .
vecteur ( = (1) est un vecteur directeur de la tangente, qui est donc verticale.

Tracé de la courbe
On commence par tracer la courbe pour t € I :

wun
[l o th
=]

w4
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Exercice 13

Réduction du domaine d’étude

Les fonctions x et y sont définies sur R\{—1; 1}. On montre facilement que x est paire et y
impaire donc on représente la courbe pour t € 2 = [0, 1[U]1, +o0o[ puis on complete par
symétrie axiale par rapport a (Ox).

Tableau des variations simultanées de x et y
4(r*+1)

4t
Pourt€@,onax'(t)=-————ety' ()= ————
(2 -1)

(£2-1)
t? 4t
x(t) ~ —donc lim x(f)=1lety(t) ~ — donc lim y(1)=0
+00 [ t—=00 +oo f t—=00
En outre, tlinll_ t2—1=0"et lim t2—1=0" donc comme ltm% t2+1=2,0na tlinll_ x(t) = —o00

t—1t

et linll+ x(t) = +oo.
—
On montre de méme que tlinll y(1) = -0 et lir{1+ y(t) = +oo0.
— 1~ r—

On en déduit le tableau suivant :

Etude des tangentes particulieres
On a une tangente verticale au point de parametre 0.

Recherche de points multiples
x et y étant strictement décroissantes sur &, il est inutile de rechercher des points
multiples!

Tracé de la courbe
On commence par tracer la courbe pour t € 2 :

CORRECTION TD Chapitre 10 7 Fonctions vectorielles - Courbes param.
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Puis on compléte par symétrie axiale d’axe (Ox) :

Exercice 14
1. Il est évident que 2 = R7.
2. Soit e R}.

Onax(l)—lln(l)——ln—t—— (1) et (1)—tln(l)——tlnt——x(t)
P I Y N7~ r) B ’

1
Donc M (t) et M p sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = —x..

La fonction inverse envoie I'intervalle ]0, 1] dans I'intervalle [1, +oo[ donc on peut
représenter la courbe pour ¢ €]0, 1] et la compléter par symétrie axiale par rapport a
la droite d’équation y = —x.

3. Tableau des variations simultanées de x et y

1-Int
2

D’apres les théoremes de croissances comparées, on a lim x(#) =0 e,t par quotient,

[—

>(0surl.

Pourte I,onax'(t)=Int+1doncx' (1) >0<t>e lety (1) =

lim y(t) = —oo.
t—0*

On en déduit le tableau suivant :

t 0 e’ 1
x'(1) — 0 + 1
0 0
x(f) \
= e'l
(1) " 2e? + 1
0
L(T) /
/ _e

Etude des tangentes particuliéres
On a une tangente verticale au point de parametre e™!.

Recherche de points multiples
y étant strictement décroissantes sur I, il est inutile de rechercher des points
multiples!
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Tracé de la courbe
On commence par tracer la courbe pour t€ [ :
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