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Chapitre 10 : CORRECTION DES EXEMPLES

Exemples 1
L lim f (1) = 7 (évident).
r -21-1 — — —
2. Onalim =1letlim =—edonclim f(f)=i —ej
—0t+1 -0 t—1 t—0
sint
3. Onsaitquesint = t donc ltin(} = 1.
1 . cost—1 ¢
En outre,onacost—1~—— donclim——— =lim-- =0.
_ _ 0o 2 —0 t —0 2
Donc %‘ina f=1.
t
. t . e -
4. Onsaitquee’ -1 > tdoncltlna = 1.
En outre, les théoremes de croissances comparées nous permettent d’affirmer que
lim tIn¢=0.
t—0+ _
Donc %in(l) fo=1.
5. De méme que précédemment, lirn+ tlnt=0.
t—0
. . tan2 . tan2t
En outre, on sait que tanu ~ u donc lim —— =1 et lim =2.
- 0 t—0 2 t—0 f
Finalement, ltir% f=2j.
Exemples 2
1. Les fonctions x et y sont dérivables sur I d’apres les théoremes usuels eton a:
fl=1+tan?r) i +e” (22+1) .
2. Les fonctions x et y sont dérivables sur I d’apres les théoremes usuels eton a:
7 H=Inti + 7.
r 1427
3. Les fonctions ¢ — Arcsin ¢ et t — Arccos t sont dérivables sur ] —1;1[ donc la fonction
11
t — Arccos 2t est dérivable sur ] _5; 1 Ona:
- 1 - 2 2 e
(= i +el (22 +1)-—— ).
V1-1? V1-4t?
4. (Inp'= exp [tIn (In(#))] donc la fonction ¢ — (In ) ! est dérivable si et seulement si
t>0 donc pour £ > 1
Int>0"’ p '
(cos 1) = exp [sin tIn (cos £)] donc la fonction ¢ — (cos £)*"? est dérivable si et
seulement si cos ¢ > 0, ce qui est bienle cassur I.On a:
f(O=0nt)"  In(O)In(n(5) +1] i + (cos t)*" ! [cos? tIn(cost) —sin®t] j.
5. Les fonctions x et y sont dérivables sur I d’apres les théoremes usuels eton a:

cos(Int) —l> sin(Int)—
t

) =
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Exemples 3
1. Pour teR, ona (flg) (1) = (f'1g) (O + (flg') (1.
= 2
or, /() =2te’” i +

_—7 etg'(r) = 2t 7 —sin t7.
(1+£2)°
1-1¢? tsint

Iy 2 12 _
Donc (flg) (1) = (2t(*—1) +2t)e +—(1+t2)2cost L

(1) _ (1+7)
£
\l (eﬂ)z " t—z
£

1+ 12)°

MO

Det(f,g) (t) =Det(f’,g) (t) + Det(f,g') (1)

12 2
2te2 -1 etz 2t

= 1=t cost| |t int

E—— —— —sin

(1+22)° 1+ 2

, (1-£2)2 272

= (2tcost—sint)el” — -

( ) (1+t2) 1+1¢2

2 32 2t
2. PourteR,ona f'(1) = 2t |gw=|-2t|W®=|1].
-312+1 2 0

(f18)' 1) = (f'18) 0 + (f1g") ().
=283 283 4+2t-683+2t+63+32 =23 -213+2t=—-413+ 312 + 61

(mn) (0 28+1+1
IR /AT (r+1)2+4

Det(f,g,h)(t) =

RGE

2 13 12 2t+1 312 2 2t+1 3 2t
2t —2+1 t+1|+]| ¢ -2t t+1|+| ¢ 241 1
—312+1 2t -2 -8B+t 2 =2 -+t 2t

=—-14%-65+35t* +4r3 -3t -81-6

Exemples 4

1. Ona: s 3 4 5
P S S S 5.
—el-l=t+—+—+—+—+0();

0 2 6 24 120

1
— ——=1-t+2 -8B+t - +0o(1°);
t+10
2 t4

— ln(l—u)g—u—%+o(u2) doncIn(1-?) ﬁ—t2—3+0(t5).
0 1 1/2 1/6 1/24 1/120

Donc f(5) = | 1|+t|-1 +2| 1 [+83[ -1+ 1 |+ -1 [+79 ().
0 0 -1 0 -1/2 0
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2. Ona:
—a t)z:(1—t)-2§1+2t+3t2+4t3+5t4+6t5+7t6+o(t6);
£t
— —t*+1* - 1%+ 0(t°) = donc Arctan r = Arcant0+t——+———+o(t7)
l+l‘2 s 4 e 3 5 7
arctan(? r r r
etenfin 200 _ ;T ———+0(t6
0 3
Doncg(t):1+t2+t2 3 +t3 +1 +t5 +1° +0(19)
o\l 0 -1/3 1/5 1/7
] R (t)—( 1 arctan(t)) _g
& S (TR P
3. Ona
ot
— l-cost=——-—+o0(r°)
2 24
r 4 1 2, .3 3
sint=r1——+o(t*) et S ltututtu +0(u*) donc

l-cost (t . 2 o ¢ 1 5
——(———+0(t))><(1+€+0(t))—E—ﬁ+0(t)
r r rt
— sint:t——+0(t4)doncsin2t:(t——+o(t4)) =r*——+o(r*)et
0 6 0 6 0 3
sin® ¢ I
t o 3

Donch(t)at( . ) t (_1/3)+0(t)

Exemples 5

1. Lafonction ¢ — x(t) est strictement croissante sur R donc I’arc ne possede aucun
point double.

2. M, () et M, (t2) est un point double si et seulement si on a

x(t) =x(t2)
(11 # 12)
{y(tl) =y 7
20+ =20+t 2 —b)+(—b)(H+1)=0
— 1 l — 1 1 1 1
=2h—-— =2~ 2(h-t)—|———||—+—]=0
5} 5 h n)\n B
2+ +1=0
C t b, te t équivalent a : t: t 1 1
omme f; # f, ce systeme est équivalent a 2(t1—t2)—(—2——1)(—+—):0
hiy nh)\h B
2+h+1t=0 2+ +16=0 2+h+1t=0
— 1 1 1 — 1 1 — 2
24+ — +—1=0 2hto+—+—=0 2Hth——=0
Hhib\f1 b h D it
h+th=-2
fltzz\/zoul'ltzz—l

Donc #; et £, sont les solutions de 'équation T2 +2T — 1 = 0, dont les solutions sont
T=-1-V2etT=-1+V2.

On a donc un point double de parameétres t; = -1 —+v/2 et £, = —1 + /2. En outre, on a
x(f) =x(f) =-1lety(f1) = y(f) = -5 donc les coordonnées de ce point sont
(-1,-5).
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3. M, (1) et M, (t2) est un point double si et seulement si on a
x(t1)) =x(f)
t t:
{ Yt =y BFR
1 1

2_ 2_ 2_ 4 244 =
— flt h tzt 15} — 5 2t2 n+n 20 —
_h B n(-1)-n(tF-1)=0
r-1 -1
(b—H)(+1H—-1)=0 — h+th=1
(b—-H)(ht+1)=0 ht=-1

Donc t; et t; sont les solutions de I'équation T? + —T —1 =0, dont les solutions sont

1-+v5 1+v5
T= v5 etT = \/_.
1-v5 1+v5
On a donc un point double de parametres t; = et = .En outre, ona

x(t)) =x(f) =1let y(f1) = y (&) =1 donc les coordonnées de ce point sont (1,1).

Définition 7 : point régulier

Soit I' = (I, M) un arc de classe CF avec k = 1. _
Un point My = M(t) est un point régulier de I si f’(#p) # 0.

- Propriété 6 : tangente en un point M,

Soit ' = (I, M) un arc de classe C* avec k> 1.

Si en My = M(tp) point de T, il existe une entier p tel que f(p)(to) # 0 et tel que f(k)(to) =0
pour k < p, alors le vecteur f (P)(#,) est un vecteur directeur de la tangente en mg al'.

En particulier, si My = M () est un point régulier de I" alors I' admet une tangente au point
M,, dirigée par le vecteur f'(ty)

Exemples 6
Déterminer les points non réguliers des arcs suivants, et étudier la tangente en ces points.

-1
x=e -t
1.{

y=1-3t

> +1

Y,

21 efl1
Y= Z_Z

Chapitre 10 4 Fonctions vectorielles, courbes paramétrées



TSI3 2021-2022

p Propriété 7 : longueur d’un arc

Soient (¢, t,) € I? avec t; < t»
La longueur de 'arc M, (¢)M>(¢) de I, décrit par le point M(#) lorsque ¢ décrit [#;, f»] est le

réel : ,
2

(= /X' (D)% + Y ()2 dt
5]

En particulier pour une courbe d’équation y = f(x) pour x € [a, b]

b
z:f \/1+ f(1)? dt.

Exemples 7
Calculer les longueurs des arcs suivants :
1. Calculer lalongueur d’'un cercle de rayon R.
2. Calculer lalongueur de I'astroide de paramétrage :
x(t) = cos® ¢ )
{ Yt = sind 1 pour ¢ € [0;27]
3. Calculer lalongueur d'une arche de cycloide de paramétrage :
{ x(t)=t—sint

y(6)=1-cost pour ¢ € [0;27]
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Plan d’étude d’une courbe paramétrée en coordonnées cartésiennes

. Intervalle de définition, réduction de I'intervalle d’étude par parité, périodicité...

. Tableau des variations simultanées de x et de y

1
2
3. Etude des tangentes particulieres
4. Recherche de points multiples

5

. Tracé de la courbe représentative

Exemples 8
1. Etudier I'arc paramétré défini par :

L‘S
2-1

X =

_ tBt-2)
Y= 30—
2. Etudier 'arc paramétré défini par :
x =sin(21)
y =sin(31)

1
X(f) =2t— )
3. Ftudier I'arc paramétré défini par : g

y(t) =2t +t?
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