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TD Chapitre 9 : Equations différentielles CORRECTION

Exercice 1
Résolution sur R* :

3
Sur ] — oo;0[, I'équation s’écrit y’ — —y =0 donc :
X

3
Une primitive de x — = sur | —o0;0[ est 3In(—x) =In (-x%) :
X

R* — R

Résolution sur R :
R* — R

¥ . K2x3 K € R}

On prouve de méme que %, = {

Résolution sur R :
Supposons qu'’il existe une fonction f définie sur R qui soit solution de (E) : par continuité,
on a f(0) = 0 et d’apres ce qui précede, il existe deux constantes réelles K; et K telles que :

f(x) =K x3 pour x <0

f0)=0

f(x) = Kxx3 pour x >0
Pour x <0, ona f(x) = 3K; x* donc fg’,(O) =0etpour x>0,ona f'(x) = 3K x? donc f;}(o) =0.
Ainsi, f est solution de (E) et toutes les fonctions de ce type sont solution de (E) sur R.

Exercice 2
et —e * =0 x#0.
Résolution sur R* :
Sur R*, I'é i ne s'écrit y/ — S
*,I’équation homogene s’écrit y' — g y=0.
e*+e
Une primitive de x — P — sur R* estIn(e™ —e*) donc:
& _{ x = K -e KlER}

On recherche une solution particuliere sous la forme f(x) = K(x) (e* —e™).
Pour x <0,ona f'(x) = K'(x) (e*—e ™ ) + K(x) (e* +e™%)

Ainsi, f est solution de (E) sur R si et seulement si

K'(x)(e*—e )2 +Kx)(ef—e M) (e*+e ™) —Kx)(ef—e ) (e*+e ) =-2

(e* — e—x)z

Attention, astuce de vieux boeuf cornu qui a déja brouté pendant bien des printemps :
1 (ex _ e—X)Z _ (ex + e—X)Z

= K'(x) =

K'(x) =

2 (ex _ e—x)Z
L L le¥+e™* le¥+e™* )
On reconnait la la dérivée de x — —————, donc K(x) = ————— convient.
2eX—e™* 2eX—e™*
. o . e*+e””
Une solution particuliere de (E) sur R* est f(x) = —
R — R
Ainsi, - = e‘+e™* KieR

X — K *-e"+ >
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Résolution sur R :
On prouve de facon strictement analogue que
R* — R
Ky = ef+e* K eR

x = K(E'-e M+ 5

Résolution sur R :

Supposons qu'’il existe une fonction f définie sur R qui soit solution de (E) : par continuité,

ona f(0) =1 et d’aprés ce qui précede, il existe deux constantes réelles Kj et K> telles que :
e*+e™*

f) =K (e*-e"H+ — pour x <0

foy=1
X —X
f) =K2(ex—e_x)+%pourx>0

X —

et—e™*
Pour x<0,ona f'(x) = K; (—e*—e ™) + — donc fg(0) = —2K;.

X —X

e
Pour x>0,0na f'(x) = K, (e*+e ) + — donc f(0) = 2K>.

Donc f est dérivable en 0 si et seulement si K; = —K> et, dans ce cas, f est solution de (E)

sur R.
R — R

Onadonc . = B ef+e™*
x — K(e x—ex)+T

Exercice 3 (*)
Analyse :
Soit f une solution de cette équation différentielle. On a alors :

1
VxeR, f'(x) = f(x) +exf f(t)dt donc f est de classe C? surR et
0

1
VXeR, f(x)— f'(x) = exf f(odt.

Onadonc f"—f'=f' —fosur R soit f"(x) —2f"(x) + f(x) =0.

L équation caractéristique associée est r> —2r +1 = (r — 1)2.

On en déduit qu'il existe (a, b) € R?; f(x) = (ax + b)e*.

Synthese

Soit f(x) = (ax+ b)e*.

f estsolution de I'équation différentielle sur R si et seulement si :

VxeR alx+1)e* — (ax+b)e* = e* [(at - a+ be'],

ae® = (a+ble-1)e*
be-1)=0
b=0

R —R
y:{ X ae[Rz}
X — axe

R . . 1 . 1
Le probléme de Cauchy admet une unique solutionetona ax1xe" =1 soita = —.
e
Finalement, I'unique solution cherchée est la fonction définie sur R par

fx)=—xe*= xe 1,
e

Exercice 4
Soit I I'intervalle | — 0o, 0[ ou ]0, +oo]
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yx) .
On pose z(x) = ~ soit y(x) = xz(x).

Onadonc:Vxe I,y (x) =xz'(x)+z(x) et y'(x) = x2" (x) + 22" (x).
Ainsi, y est solution de I’équation différentielle sur I si et seulement si :

X% (x2" (%) +22' (1)) = 2x (x2' (%) + 2(x)) + (x* + 2) x2(x) = 0

X (2" (x)+2(x)) =0
Z'(x)+z(x)=0

L équation caractéristique associée est r2 +1 =0.
On en déduit qu'il existe deux constantes réelles K; et K, telles que z(x) = Kj cosx + Ky sinx
et donc y(x) = xKj cos x + xK> sin x. Existe t-il des solutions définies sur R?

Analyse :
S’il existe une solution définie sur R, alorson a:
y(x) = Kyxcosx+ Kyxsinx (x <0)
y©0) =0
y(x) = Hijxcosx+ Hpxsinx (x>0)
Syntheése :

Ona li%l y(x)=0et li%l y(x) =0 donc y est continue en 0.
x—0~ x—0*

-y(0
x—0~ X

-y(0
Ona lim —y(x) y(0)
x—0" X
y est donc dérivable en 0 si et seulement si K; = Hj.
) . Y (X)) =y . (Kx+ Ky cosx+ (K> — Kyx)sinx
De méme, lim ———— = lim .

x—0" X . x—0~ X
COS X

sinx
=K+ linol K + K, —— et cette limite existe si et seulement si K; =0 et donc H; = 0.
x—0" X

) R . . sinx
Dans ce cas, elle est égale a 2K, puisque hrg —=1
x—0" X

¥ (x) — y(0)

De méme, on montre facilement qu’alors lim+ =2H,.
x—0 X
Ainsi, y"'(0) existe si et seulement si H; = K; =0 et H, = K>.

R —R
50_{ x - Axsinx+Bxcosx}

Exercice 5

Soit x € R :comme I'énoncé le suggere, on pose t =e ¥ et z(t) = z(e™¥) = y(x).
Onadonc y'(x) = —e %z (e ™) et y'(x) =e 2*Z" (e™¥) +e *Z/ (e™).

Ainsi, y est solution de I’équation différentielle sur R si et seulement si :

VieR e " (™) +e 7 (e™*) —e 2 (e7¥) +4e 2z (e ¥) =0
e (2" (e™¥) +4z(e™)) =0
2" +4z(H)=0

L équation caractéristique associée est r2 +4 = 0.
On en déduit qu'il existe deux constantes réelles K; et K telles que
z(t) = Ky cos(2t) + K» sin(21).
R —R

oy 2
A1n51,5”—{ x —  Kjcos(2e ™)+ K,sin(2e7%) (K1, K2) €R }

Exercice 6
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On cherche des solutions de I'équation homogene sous la forme x%(x > 0).
Onaalors a(a—1)x% +4ax®+2xa =0

a(a—1)+4a+2=0carx>0

a’+3a+2=0

a=-2o0ua=-1.

Ainsi, les solutions de I'équation homogene sont les fonctions définies sur R} par

b
fx)= —+— (a,b) € R%.
x  x?
On cherche une solution particuliere de I’équation différentielle sous la forme d’une série
entiégg :

Soit Z a,x" une série entiére de rayon de convergence R > 0. On a alors, pour |x| < R:

n=0
[e.0] [o.@]
yw=) na,x" ety (x) = Y nn- Da,x"?
=1 n=2
Ainsi, y est solution de I’équation différentielle si et seulement si :
[e’s) ) 00 (_l)n—l
2a0+6a1x+ )_ (n°+3n+2)azx" =) x"
n=2 n=1 n
aop = 0
a) = 1/6
= i
(-1
Yn=2a, = ———
nn+1)(n+2)
ap = 0
— (-1
vn=1l,a, = —————
nn+1)(n+2)
00 (_1)11-1

Ainsi, y(x) = Z x" et on montre facilement, en utilisant le critére de

nn+1)(n+2)

n=1
D’Alembert, que le rayon de convergence de cette série entiere est 1.
1 A B C
On cherche A,B et C telsque —— = —+ + .
nn+1)(n+2) n n+l1 n+2

En multipliant par n et pour n =0, on trouve A=1/2

En multipliant par n+ 1 et pour n = —1, on trouve B = —1

En multipliant par n + 2 et pour n = -2, on trouve C = 1/2.

On montre facilement que toutes ces séries entieres ont un rayon de convergence égal a 1

et:
1°°(1)”1 °°(1)”1 1°°(1)"1
VxE]—l,l[,y(x)ZEZ Z EZ
1 1S (-D" 1 Q™
p 0, y(x) = ~In(1 +x) + o "
our x # 0, y(x) 2n( X) x;1n+1x 2x2,;1 nv2

(l)l’ll 1 (l)nl

n xzz

I’l

Pour x #0, y(x) = —ln(1+x) += Z
xn:2

Pour x £0, () = ~In(1 + 1) + ~ an(1 + ) — 1) + — [In(1 + ) R
our x , X)=—1n X — un X)— X —|In X)—X —
y 2 X 2x2 2

Pour x # 0, y(x) (x+1)21n(1+x) !
u ) = -
Y 2x2 2x 4
10;1] —R
Finalement, . = (x+ 1)2 1 3 A B (A, B) € R?
X — INQ+x)-—--+=+—
2x 4 x x?
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1-L,0] —R

U (x+1)2
x —_—

A B (A, B) € R?
X

In(1+ x) ! 3+
2x 4 x2

2x2

Exercice 7 (*)
On cherche les solutions développables en série entiere :
Soit f(x) = Z anx" une série entiére de rayon de convergence R > 0.

n=0
Pour x| <R,ona f'(x)= Y na,x"'=) (n+an.x" et
n=1 n=0
xf=x)= ), (D"apx™' =Y (D" apx"
n=0 n=1

f estsolution de I'équation différentielle sur [~ R, R] si et seulement si :

a) = 0
1" ta,

Vnzl,a’fH_l =
n+1

On conjecture et on montre tres facilement par récurrence que Vn e N, on a

{ ans1 = 0
an - onp!
on b2n+2 |x|? R ,
Pour x # 0, on pose b, = a,x°" : on a = donc le critere de d’Alembert
permet d’affirmer que R = +oo.
(x2/2)"

VxeR,onadonc f(x)=ag ) ,
n=0 n!
2

X
Les fonctions du type x — Aexp (?) (A € R) sont donc solution de cette équation. On pose

$2
et donc f(x) = apexp (?)

2
x
y(x) = K(x)exp (?) une solution de (E). Montrons que K(x) est une constante, ce qui
: x*
prouvera que toutes les solutions de (E) sont de la forme y(x) = Aexp (?)

2 2
) — K'(x) exp(?) =

2

X X
+ xK(x) exp (?) = xK(x)exp (?

2
y'(x) = xf(—x) @K’(x)exp(x

2
0= K'(x) =.

R —R
Finalement, . =

xn KeR
2

x = Kexp(—
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Exercice 8
X 2 -1 1 t
OnposeX=| y |, A=l 1 1 2 |JetB=| 0
z 1 0 3 0

Le systeme s’écrit alors X' = AX + B.
Résolution du systeme homogene :

X-2 1 -1
Onays(X)=| -1 X-1 -2
-1 0 X-3
X-2 1 0
Enremplacant C, par C, + C3,ona ya(X)=| -1 X-1 X-3
-1 0 X-3
X-2 1 0 X-2 1 0
=X-3)| -1 X-11[=X-3)|] 0 X-1 0|=X-3)(X-2)(X-1)
-1 0 1 -1 0 1

La matrice possede trois valeurs propres réelles distinctes et est donc diagonalisable.
On trouve facilement trois vecteurs propres associés aux valeurs propres 1,2 et 3 :

-2 -1 0
Vi=| -1 |,\h= 1 etV3=11
1 1 1

Dans la base {V;; V»; V3}, le systéme homogene s’écrit :

/

u 1 00 u
vV |=1 0 2 0 v
w' 0 0 3 w

On adonc u(t) = Ae’, v(t) = Be?! et w(t) = Ce®! avec (A, B, C) € R3.

-2 -1 0 u
EnposantP=| -1 1 1 |,etY=| v [, lesformulesde changement de bases
1 1 1 w
s’écrivent X = PY soit :
x(1) -2 -1 0 Ael
yo [=[ -1 1 1 Be?!
z(t) 1 1 1 Ced!
x(t) = —2Ae’-Be?!
Les solutions du systtme homogene sontdonc{ y(f) = -—Ae’+ Be?'+Ce®!
z(t) = Ae'+Be*' +Ce’!

Recherche d’une solution particuliére

On pose xp(t) = a1t + P, yo(t) = a2t + B2 et zo(t) = ast + B3 et on cherche des conditions sur
ces six réels pour que xy, o et zy soient solutions du systeme.

On a donc le systeme

a; = (2051—6!2+a’3+1)t+(2,61—,62+ﬁ3)
as (a1+a2+2a3)t+([31+,62+2,63)
as (a1 +3as) t+ (,51 +3ﬁ3)

1 1 5
On trouve alors xy(f) = _Et_ 7 Yo(t) = gt+_ et zo(t) = =1+ —

36 6 36
x(t) = —2Ae’—Be* +xy(1)
Finalement,ona{ y(f) = -—Ae'+Be*’ +Ce3'+ yy(1)

z(t) Ae! + Be?! + Ce3! + zy (1)
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