TSI3 2020-2021

TD Chapitre 11 : Espaces pré-hilbertiens réels

Exercice 1
3 1 0
1. Det(u,v,w)={-2 1 1 |=-83# 0donc cette famille est une famille libre de trois vecteurs
0 1 -1

de R3 : c’est une base de R3.

2. On utilise le procédé d’orthonormalisation de Schmidt :

3
— Onposeelzi:L -2
lul V13 0

— Onposee, =v—{(e1lv)er=|1|-—=|[1].]-2 -2|=|1]-—|-2
1 13 1 0 0 1 13 0
=—|15].
13 13

10
e 1
Ce vecteur est orthogonal a €1, et on pose alors € = 2 —— |15
8 lepl ~ Vaoa | o
— Onposee; = w—(e1|w)ey — (e2lw)ez
0 1 0 3 3 1 0 10 10
= ]. - E 1 . —2 —2 - M 1 . 15 15
-1 -1 0 0 -1 13 13
0 9 3 9 10 1 8
-1 0 13 -20
/ 2
Ce vecteur est orthogonal a €] et a €, et on pose alors €3 = SENS L 3
’ lesll V38| s

La base (€1, €2,€3) est alors une base orthonormée pour le produit scalaire usuel.
3. a. on doit montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur R3 x R3.
— VY(x,) eR3xR3 onag(x,y) eR.
— Ilest évident que V(x, y) € R3 x R3, on a ¢(x, y) = ¢(y, x) donc ¢ est symétrique.

— Soit x = (x1,X2,x3), X' = (x},x5,x3), ¥ = (y1, 2, y3) trois vecteurs de R® et 1 € R.

p(Ax+x',y)=
(Ax1+x]) y1 + [(Ax1 +x7) = (Axz + x5) ] x [y1 = 2] + [(Axz + x5) + (Axg + x5) | x [y2 + y3]

A(x1y1 + (1 = x2) (1 — y2) + (X2 + x3) (V2 + ¥3) )+ X Y1+ (] — x5) (Y1 = y2) + (x5 +x5) (Y2 + ¥3)
=dpx, y)+ X, y).
Donc ¢ est linéaire par rapport a la premiere variable et comme elle est symétrique,
elle est donc bilinéaire.

— Soit x = (x1,X2,x3) €R3:0ona @(x,x) = xf + (X1 — X2)% + (X2 + x3)% = 0 donc @ est positive
comme somme de carrés de réels.

— Soit x = (x1, X2, x3) € R3 tel que ¢(x,x) = 0. Une somme de carrés de réels est nulle si et
seulement si tous les réels sont nuls donc on résout le systéme :

X1 = 0
{ X1—x» = 0 <= x=0donc ¢ estdéfinie
X2 + X3 0
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b. On utilise le procédé d’orthonormalisation de Schmidt :
e
— Onposee; = ||e_1|| ol le1I> = (er,e1) =12+ (1-0)2+(0+0)>=2doncona:
1

1 ((1))
€1 =—— .
V2 0
— On pose 6'2 =ex—(€1,e2)€] avec

@ (€1, e2) = i(1 x0+(1-0xO0-1)+(0+0)x(1+0)) =~ !

V2 V2
0
6’2:(1)+
0

-12)

Ce vecteur est orthogonal a €1, et on pose alors €, =

N |~

/

el

2 2 1/2
/12 ! / 1 1 2 3 2
avec e, =@ (e, e))=|=| +[=z—-1|] +(1+0)*=—etdonconae;=1/=| 1 |.
2 2 2 3 0
— On pose 6’3 =e3—(e1,e3)€1 — @ (€2,€3)€2 AvVeEC :

L(1><0+(1—0)><(0—0)+(0+0)><(0+1)):0
V2

(p(ez,e3)=\/g(l/zxoﬂl/z—nx(0—0)+(1+0)x(0+1))=\/g

0 1/2 -1/3
Doncey=|0|- 1 |=|-2/3
1 0 1

@(€1,e3) =

wil N

/

Ce vecteur est orthogonal a €; et e,, et on pose alors €3 = e /3”
€
3
12 (1 2% (2 1
avec el 2: 6/’6, :(__) +(__+_ +(__+1) :_etdoncona
le3l* = (€5, €3) 3 3t3 3 3
-1/3
€3 =V3|-2/3]|.
1

Labase (e1,€2,€3) est alors une base orthonormée pour le produit scalaire ¢.
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Exercice 2

1. on doit montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur R3[X] x R3[X).
— Y(PQ) eR3[X] xR3[X],onap(PQ)eR.
— Soit (P,Q) e R3[X] x R3[X] : il est évident que ¢ (P, Q) = ¢(Q, P) donc ¢ est symétrique.
— Soit (P1,P2,Q) e R3[X]3 et LeR.
Ona s s
@AP1+P2,Q) =) (AP1+P2) ()Q(i) = Y (AP1()Qi) + P2(i))Q(i)) = Ap (P1, Q) + ¢ (P2, Q).

i=0 i=0
Ainsi, @ est linéaire par rapport a la premiere variable et symétrique donc bilinéaire.

3
— Soit Pe R3[X]: @(BP)= Z Pz(i) >0 comme somme de réels élevés au carré donc
i=0
@ est positive.
— Soit Pe R3[X] tel que p(PP) =0
On adonc P(0) = P(1) = P(2) = 0 donc le polyndéme P, de degré inférieur ou égal a 2,
possede trois racines distinctes et donc il est nul. Donc ¢ est définie.

2. On utilise le procédé d’orthonormalisation de Schmidt aveclabase eg =1, e; = X et e, = X2,
e
— On pose gy = I_O avec |leoll? = @ (ep,e0) = 12 +1%2+12.

Ieolll
Donconaey=—.
v3 1
— Onposee’1 =e1— @ (€p,e1)€g avec @ (eg, €1) = ﬁ 0+1+2)= V3

e=X-1

6./
Ce vecteur est orthogonal a €, et on pose alors €] = ,1

el o

avec le)1> =@ (e},€]) =0-1)*+(1-1)*+2-1)*=2etdonconae; = W

— On pose 6'2 =ex—@(€p,e2)€0— @ (€1,€2) €] aveC:

1 5
(€9, e2) = — (02 +12+22) = —
@ (€g, €2 \/§( ) :

¢ (€1,e2) ( _ )XO2+( )x12+(2_1)x22 4
1,€2) = — =—.
V2 V2 V2 V2
Doncel, = X? - > x 1 _4 ><X_1—X2—2X+1
SRV RV RV R 3
€

Ce vecteur est orthogonal a € et €2, et on pose alors €3 = —;
2||€3 I

112

1\ 1 12 2
avec €512 =@ (eh,€5) =02 —2x0+=| +[12-2x1+=| +[22-2x2+=| == etdonc
3 33 3 3 3 3

3(0 1
onaey = EX_2X+§'

La base (e1,€2,€3) est alors une base orthonormée pour le produit scalaire ¢.

Exercice 3 *
X1

On se place dans R” muni de son produit scalaire usuel :onpose x =| . |et u =

Xn 1
—_— —
o X.u=n
Le systeme s'écrit alors: 4 "~
IxI*=n
Onadonc |X.%|=IX | x | &Il : d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le vecteur X est donc
colinéaire au vecteur % et donc il existe A € Rtel que X = A70.

Comme x.% =n,onadonc A|Z|?=nsoitA=1et X = u.
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Exercice 4
3 -2

Onposee; =|0]|etex=| 1 |.Lafamille (e}, e2) est une famille de deux vecteurs libre (évident) du
1 0

plan F de dimension 2 : c’est donc une base de F.
On orthonormalise cette base al’aide de la méthode de Schmidt :

e 1 3
1
— Onposee; =——=——|0].
P lerl ~ VAo |,
-2 1 -2\ (3 3 -2 3 3 1 -1
— Onposee), =e—(esler)e; = | 1 1o 0 0l=|1 +§ 0 = 5
1 1 0 1 3
/ -1
Ce vecteur est orthogonal a €1, on pose alors €2 = 2 _ L 5
’ el V35| 4

La base (€1,€2) est donc une base orthonormée de F.
X

On a donc, pour tout vecteur © = | y [ de R3:

z
1 x\ (3 3 1 x\ (-1 -1
p(u)=(uleryer+(tledea=— [y |10 [o]+=||»]-| 5 5
10 35
z) \1 1 z 3 3
13 1 3
X—-y+—2z
3 |47
— 3x+z -X+5y+3z 1 5 3
p(u)= 0]+ 5 |=|-=x+=-y+-z
10 35 7 7
1 3
3 5
—X+-y+—=z
14 7 14
13 1 3
14 7 14
. . 1 5 3
La matrice de p dans la base canonique est donc A = e
3 3 5
14 7 14

Exercice 5

1. On sait que 2, (R)L et 2,(R) sont supplémentaires dans .4 (R). Or, il est évident que la
1 0
dimension de 2, (R) est égale a 1 puisque 2, (R) = vect ( 0 1).

11 suffit donc de trouver un sous-espace vectoriel de dimension 3 de .45 (R), dont
I'intersection avec 2, (R) est réduite au vecteur nul.

0 0 1 0
D, (R)* = Vect (M, Ma, Ms).
— Montrons que la famille (M}, M3, M3) est libre :
On suppose qu'il existe a, b, c trois réels tels que aM; + bM» + cMs = 0, soit
(Z g) = (8 g), soit évidemment a=b=c=0.
Ainsi, le sous-espace vectoriel de .4 (R) engendré par la famille (M;, M», M3) est de
dimension 3.
— Montrons que l'intersection de ce sous-espace vectoriel avec 2» (R) est restreinte au
vecteur nul :

Soit M € Vect (M7, Mo, M3)(22(R) : On ad'une part M = (

1 0 00 01
OnposeMlz( ),Mgz( )etMgz(O 0).Onvamontrerque

a

a c ,
) et d’autre part ( 0

b 0

évidemment M = 0. Donc Vect (M;, M», M3) est un sous-espace vectoriel de dimension 3

de .4, (R) dont l'intersection avec 9, (R) est restreinte au vecteur nul : on a bien
2> (R)* = Vect (M1, My, Ms)
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2. On pose My = ( ) : la famille constituée du seul vecteur M, est une base de 2, (R) : elle

1
01

M,
devient orthonormale en posant Ny = ||M0 ” avec | Mpll? = Tr (* My.My) = Tr My = 2, et donc
0
1
Ny = — M.
V2

La projection orthogonale de A sur 2, (R) est donc égale a (A|Ny) Ny = Tr(* A.Ng) Ny
(1 1) (1/\/5 0 )] (1/\/2 0 ) B \/_(1/\/5 0

=T . = M
Sl 1)l o 1v2 0 1/V2 0 1/\/5) 0

Exercice 6

1. a. Soit p € P: on doit montrer que pour toute fonction i de I, on a (p|i) =0.

1
Or, (pli) = f p(t)i(t)dt. La fonction p étant paire et la fonction i étant impaire, la
-1

1
fonction p x i est impaire et doncf p(D)i(t)dt =0etdonc P c I+,
-1

b. Soit f € E: Pour tout ¢ de [-1,1], on pose f(t) = p(t) +i(t)) ou p(t) = M et

2
1)—p(—t
i(t) = M On montre facilement que p est paire et i est impaire et donc

E=P+1I.

Supposons maintenant qu’il existe f € P11 : f est paire et impaire donc pour tout réel ¢

de[-1,1]ona f(—1) = f(t) et f(—t)=—f(¢) donc f(t) =—f(¢): f=0sur [-1,1].
E=P+1I

Onadonc{ PAI=0 doncE=Pol.

c. Soit f € I'* : d’apres la question précédente il existe un unique couple (p, i) € P x I tel que
f=p+i.Alors (fli) = (pli) + (ili). Or, {f|i) =0 puisque f € It et on a montré a la
question 1 que (f]i) = 0 donc [|i|> =0 et donc i = 0.

Onadonc f=pe Petdonc [* cP.
Comme d’apres la question précédente on a aussi P < I+, on a bien P = I+,

2. D’apres les questions précédentes, le projeté orthogonal de f sur I est la fonction définie sur
X —-X

[-1,1] par — soit larestrictiondesh a[-1,1].

Exercice 7
Soit E=R[X].e * = {P(x)e_x, PeR[X ]}. Cet ensemble est clairement un espace vectoriel. Montrons

+00
que pour tout (Pe™, Qe™) de E x E, I'intégrale impropre / P(x)Q(x)e”**dx converge.
0

Soit n le degré de PQ.
Au voisinage de +o00, on a P(x)Q(x) o a,x" qui est du signe (constant) de a,, on peut donc
(o.0]

appliquer le critére d’équivalence : P(x)Q(x)e 2" o apx"e ?*.
o0

n+2 ,—

Or,on a lirP apx"*%e %* = 0 donc pour x assez grand, apx"*?
X—+00

1
e " <1etdonc a,x"e > < — dont
X

I'intégrale de Riemann converge en +oco.

+oo
D’apres le critere de comparaison, f a,x"e >*dx converge et donc, d’apres le critere
0
+00 9
d’équivalence, f P(x)Q(x)e”“*dx est convergente.
0

+00
Montrons maintenant que 'application définie sur E x E par ¢ (Pe™*,Qe™) = f P(x)Q(x)e”**dx
0
est un produit scalaire sur E.
— V(Pe™*,Qe e ExE,ona@(Pe Qe ) eR.
— Il est évident que pour tout (Pe™*,Qe™ ) e Ex E,ona ¢ (Pe ", Qe ™) = p(Q(x)e™*, P(x)e™™)
donc ¢ est symétrique.

— Soit (P1(x)e™, Pa(x)e™™, Q(x)e™ ) € E3 et A € R. Par linéarité de I'intégrale impropre et parce
que toutes ces intégrales sont convergentes, on a
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@ AP (x)e™ + Py (x)e™™, Q(x)e™) = L@ (P1(x)e™, Q(x)e™) + ¢ (P2(x)e™™, Q(x)e™ ) donc
@ est linéaire par rapport a la premiere variable et symétrique, donc bilinéaire.

— Soit P(x)e™ € E : 1a fonction qui a x associe P2(x)e %*

@ (P(x)e™™, P(x)e™ ) = 0: @ est positive.

est positive sur [0, +oo[ donc

— Soit P(x)e™* € E telle que ¢ (P(x)e™*, P(x)e™*) = 0 : la fonction qui a x associe P2(x)e 2 est

continue et positive sur [0, +oo[ donc 'intégrale ¢ (P(x)e™*, P(x)e™¥) est nulle si et seulement
sila fonction P?(x)e~2* est nulle sur cet intervalle, soit P = 0. Donc ¢ est définie.

Finalement, ¢ est bien un produit scalaire sur E.

Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs (eg = e™*,e; = xe ™, e, = x?e™¥) : le
minimum de la fonction f est atteint et correspond au minimum du carré de la distance entre la
fonction x®e™* et F : il est donc atteint pour le projeté orthogonal de x3e™* sur F.

On cherche une base orthonormée de F par la méthode d’orthonormalisation de Schmidt :
e too . s
— Onposeeg = ”—0” avec | ey 1% = f e 2"dx, et on montre facilement que cette intégrale est
€ 0

X

1
galea .
Onadoncey = v2e ™.

+00 2
— Onpose €] = e; — ¢ (e1,€0) €9 avec ¢ (e1,€9) = f V2xe 2dx = % (par exemple a I'aide
0

d’une IPP).
1
Onadonce] =xe ™ ——e *= (x— —) e ",
2 2
6‘/1 +00 1 2 1
Ce vecteur est orthogonal a €y et on pose €; = m avec ||e} = f (x - 5) e *dx= 3 (par
€, 0

exemple a I'aide de deux IPP successives).
1
Onadonce; = 2\/§(x - 5) e .

— On pose 6’2 =ex—(ex,€9)€0—(e2,€1)€7 avec:

+o0o 2
@ (e2,€0) =f V2xte *dx = %
0

+00 1
(P(ez,€1)=f 2v2x? (x—g)e_zxdx=—
0

2

1 1 1
Onadonce), =x e‘x—ie‘x—Z(x—E)e‘x: (x2_2x+§)e—x

Ce vecteur est orthogonal a €y et €1, et on pose €, =

+00 1 2 1
||6’2||2=f (x2—2x+—) e 2dx==.
0 2 8
1
Onadonces = 2\/§(x2 —-2x+ 5) e .

Finalement, la famille (eg, €9, €g) est une base orthonormée de F.
On peut déterminer le projeté orthogonal de x3e™* sur F :
ilestégala p=¢(x3,e)eo+ (x>, e1)e1+ @ (x3,€2) €.

3v2  9vV2  9V2
+ €1+

On montre apres calcul que ce projeté est égala p = 8 €0 8

€2

3 9 1 9 1 9 9 3
p= —e_x+—(x——)e_x+—(x2—2x+—)e_x= (—xz——x+—)e_x
4 2 2 2 2 2 2 4

Le minimum est donc atteint pour a = — b= > etc= i etestégala:
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