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Chapitre 11 : Espaces préhilbertiens réels

Dans toute la suite, E désigne un R-espace vectoriel.

1 Produit scalaire - norme

Définition 1 : produit scalaire

ExE
(x,y) — (xly)
. {.].) est symétrique (c’est-a-dire: V(x, y) € E?, (xly) = (ylx)).

Soit (.[.): une application vérifiant :

1
2. (.|.) est bilinéaire (c’est-a-dire linéaire par rapport a chacune des variables).
3

. {.].) est positive (c’est-a-dire Vx € E, (x|x) = 0).

>

. {.|.) est définie (c’est-a-dire {(x|x) =0 <= x=0).

Alors I'application {.|.) est appelée produit scalaire sur E.

Définition 2 : espace préhilbertien, espace euclidien

Un espace vectoriel E muni d'un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.
Si, en outre, E est de dimension finie alors il est appelé espace euclidien.

Exemples 1

Dans chaque cas, montrer que I'application (.|.) est un produit scalaire sur I'espace vectoriel E.
n
1. E=R"et(x|y) = Z x;yi (produit scalaire canonique sur R").
i=0

2. E= My (R et (X|Y)='X.Y
3. E=.,(R) et (A|B)=Tr('A.B)
b
4. E=€(ab],R) et <f|g>:f fg® de
5. E=Ry[X]et(P|Q)=P0)Q0)+P(1)Q()+P(2)Q(2)

2
6. E=Ry[X] et (P|Q) :f 2-0nP(H)Q(ndt.
0

Définition 3 : norme euclidienne

Soit (E,{.].)) un espace préhilbertien. On appelle norme euclidienne associée au produit scalaire
o Pt 1 2 0 U
I SR Tx = xl= Ve
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- Propriété 1 : inégalié de Cauchy-Schwarz \

Soit (E, {.|.)) un espace préhilbertien muni de la norme euclidienne ||.|| associée au produit scalaire
1.

Alors Y (x,y) € E x E,ona [{x|y)| < | xIl.lIyll

De plus, I'égalité est vraie si et seulement si x et y sont deux vecteurs liés.

Exemples 2

1. Soit (x1,...,x,) €R" et (y1,..., yn) € R™.
Montrer que :

. 2
(Z xkyk) <
k=1

2. Soit (x1,..., X,) € R™. Montrer que

n 2 n
(Z xk) <n) X
k=1

k=1

3. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
2
b3 _ a3

b b
Montrerque(f t.f(t)dt) < 3 ffz(t)dt

Propriété 2 :conséquence sur la norme et inégalité triangulaire

Soit (E, {.|.)) un espace préhilbertien muni de la norme euclidienne ||.|| associée au produit scalaire
{.].). On a alors :

1. Vxe E,VAER, [ Ax]l = [Alll x|l

2. VX€E |x]|=0=x=0

3. Vix, Ve EXE,|x+yl<lxl+Iyl

Propriété 3* : Identité du parallélogramme et formules de polarisation

Soit (E, {.|.)) un espace préhilbertien muni de la norme euclidienne ||.|| associée au produit scalaire
{(.].).On a alors :

L x+ylI2+llx—ylI? =20xI? + 1 yI%.
1
2. (xly) =3 (lx + yII* = x> = N1 y11%).

3. (xly) = = (lx+ ylII> = lx = yl1?).

| =
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Remarque
Il faut savoir retrouver ces formules.
Lidentité du parallélogramme peut également se retenir a I'aide d’'un dessin.

Les formules de polarisation permettent de retrouver I’expression du produit scalaire a partir de
I’expression de la norme.

2 Orthogonalité

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 4 : vecteurs orthogonaux \

1. Deuxvecteurs x et y de E sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est égal a 0.

2. Une famille de vecteurs de E est dite orthogonale si elle est constituée de vecteurs orthogo-
naux deux a deux.

Exemple 3

1. Soit E = 61 (R) I'espace vectoriel des fonctions continues et T—périodiques de R dans R.

1 T
a. Montrer que l'application définie par (f|g) = T f f(1)g (1) dt est un produit scalaire
0

sur E.

. 21 ) . "
b. Soitw = T Montrer que les familles {cos(nw?); n € N} et {sm(nw t);neN } sont
orthogonales.
2. Soit E =R,y [X]

2
a. Montrer que I'application définie par (P|Q) = f (2—-1)P(t)Q(r)dt. est un produit
0

scalaire sur E.

3, V6

1 6 5
b. Montrer que la famille { —, -1+ > t, > 2v61+ 1 V612 } est une famille orthogonale.

7’

Propriété 4 : familles orthogonales et familles libres

Toute famille orthogonale de E constituée de vecteurs non nuls est libre dans E.

Propriété 5 : théoréme de Pythagore

Soit (x1, X2, ...X,;) une famille orthogonale de E.
2 _ 2 2 2
Alors ||x1 + x2 +...x5 1< = | x11° + | x201< + ... + | X512
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Remarque : Pour n = 2, la réciproque est vraie...

2.2 Famille orthonormale

Définition 5 : famille orthonormale

Une famille orthogonale de E dont tous les vecteurs ont pour norme 1 est appelée famille ortho-
normale de E.

Exemple 4

1. On munit R? du produit scalaire canonique.
Montrer que la famille {u, v, w} est une famille orthonormale de R3 ot

1 1 1
u= —3(1;1;1), v=—(C-101Detw=—(1;—;2;1).

V3 V3 V6
2. On considere I'espace € 0({0; 1] des fonctions continues sur [0 ; 1] muni que produit
1
scalaire ¢ défini par ¢(f, g) = f f(Hg(ndt.
0

Montrer que la famille {f}; f>} est une famille orthonormale ou f; et f> sont définies par
1
fl(t) =1let fg(t) =v12 (t— 5)
3. Soit E I'espace des fonctions continues et 27-périodiques sur R, muni du produit scalaire

1 T
(fle)==—| f[f(gndr.
27m J-x

Montrer que la famille {1, V2cos(mt),v2sin(nt): (m,n) € (I\I*)Z} est une famille
orthonormale de E.

Propriété 6 : existence de familles orthonormales

Soit (E, {.].)) un espace préhilbertien muni de la norme euclidienne |.|| associée au produit scalaire
(ellof
1. Soit {u;, uy,..u,} une famille libre de E. Alors il existe une unique famille orthonormale
{e1, es,...ep} de E telle que :

a. Vpe{l..n}, Vect(u,...up) =Vect(ey, ..., ep).
b. Vpe{l..n},(upley) >0.

2. Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, alors F possede une base ortho-
normale.

Remarque : on démontre I'existence d’'une telle base par le procédé d’orthonormalisation de
Gramm-Schmidt.

Ce procédé est une méthode pour orthonormaliser une famille libre de vecteurs d'un espace
vectoriel muni d'un produit scalaire. A partir d'une famille libre (u;, uy, ..., u;) on construit une
famille orthogonale (14, v, ..., v,;) qui engendre les mémes espaces vectoriels successifs : pour
touti < n , Vect(vy, vo,...,v;) =Vect(ey, e, ..., €;).
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Enfin, pour obtenir la famille (e, ey, ..., e;) orthonormale, il suffit de normer chaque vecteur u;
pour touti del a n.

. Ui
— on norme le premier vecteur e; = Tl
u
— pour obtenir u on lui soustrait sa composante sur e;

Vi
m

proj{1z)
€

. . V2
On obtient vy = uy — proj,, (uz) etex = ﬂ
U2
— pour obtenir u3 on lui soustrait ses composantes sur e; et sur e
Ainsi v3 = us — Proj,, (us) — pI‘O]ez(ug) etes = m
— et ainsi de suite ....

Il faut bien avoir en téte que si (ey, €2, e3,..)e,) est une famille orthonormale, la projection d'un
vecteur u quelconque sur la droite engendrée par e; est proj e (u) =<ule;ye;

Exemples 5
1. Soit E = R3 muni de son produit scalaire usuel. Soient u7, U, et u3 les vecteurs de
1 1 1
coordonnées u; | -1 |, | 1 |etuz| 2
1 1 -1

a. Montrer que la famille {uy; uz; u3} est une base de E.
b. Orthonormaliser cette base en utilisant le procédé de Gramm-Schmidt.

2. Soit E = R* muni de son produit scalaire usuel. Soit u7, Uy, U3 et uy les vecteurs de

1 0 1 0
o1l =lo] o
coordonnées 1y o 2| | us| et uy ]
1 1 1 1

a. Montrer que la famille {u1; uz; u3; ua} est une base de E.
b. Orthonormaliser cette base en utilisant le procédé de Gramm-Schmidt.
3. Soit E = R* muni de son produit scalaire usuel.

a. Montrer que {(x;y; zt)eE;x+y—z—t=0etx+3y+z—-t= 0} est un sous-espace
vectoriel de E de dimension 2 et en déterminer une base {u1; u3}.

b. Orthonormaliser cette base a I'aide du procédé de Gramm-Schmidt.
c. Compléter cette base en une base orthonormale de E.
4. (*) Soit E = R3. Yx = (x1, X2, %3),Yy = (y1,¥2, ¥3) € E, on pose
(xly) = (01 = 2x2) (y1 — 2y2) + 22 + (X2 + x3) (V2 + ¥3).-
a. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur E.

b. A partir de la base canonique de E, former une base orthonormale de E pour (.|.).
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1
5. (*) Soit E = €([-1,1],R) muni du produit scalaire (f|g) :f fg(nde.

Soit F le sous espace vectoriel de E des fonctions polynémes de degré inférieur ou égal a 2,
muni de sa base canonique (e, e1, €2).
Orthonormaliser la base (eg, 1, e2).

2.3 Orthogonal d’'un sous-espace vectoriel

Définition 6 : orthogonal d’'un sous-espace vectoriel \

Soit (E, {.|.)) un espace préhilbertien muni de la norme euclidienne ||.|| associée au produit scalaire
(.|.). Soit F un sous-espace vectoriel de E.

On appelle orthogonal de F et on note F* I'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a
tout vecteur de F.

Propriété 7 : structure de I'orthogonal d'un sous-espace vectoriel

Soit (E, {.|.)) un espace préhilbertien muni de la norme euclidienne |.|| associée au produit scalaire
(.|.) et soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F* est un sous-espace vectoriel de E.

3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de
dimension finie

Définition 7 : projecteur orthogonal \

Soit (E, {.])) un espace préhilbertien, et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, dont

une base orthonormale est {€1,€3, ...,€,}.
E — E

n
x = ) (xlepe;
=1
Cette application pr est appelée projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel F.

Lapplication pr: est un projecteur de E, d'image F et de noyau F~.

Remarque:
Lapplication pr est indépendante de la base orthonormale de F choisie.

Propriété 8 : somme directe et orthogonal

Soit (E, {.|)) un espace préhilbertien, et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
Alors E = Fe F*.
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Exemple 6
On munit .4, (R) du produit scalaire usuel (A|B) = Tr (" A.B).

On considere les sous-espaces vectoriels ., (R) des matrices symétriques et <7, (R) des matrices
antisymétriques.

Le but de I'exemple est de montrer que .%, (R) et <7, (R) sont supplémentaires et orthogonaux.

1. Soit Se ¥, (R) et A€ o/, (R).
Montrer que (A|S) =0.
En déduire que la somme de ., (R) et <7, (R) est directe.

+1 -1
2. Montrer que dim %, (R) = % et dim o7, (R) = % et conclure.

3. Une autre méthode :
1 1
a. Soit M € ./, (R). Montrer que 5 (M+'M) e %, (R) et 5 (M-"M) € oty (R).

b. Conclure.

Propriété 9 : caractérisation du projeté orthogonal

Soit (E, {.|)) un espace préhilbertien, et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.

y=pF(x)©{ yek

x—yeFt : pr(x) est'unique vecteur de F tel que x — pr(x) soit orthogonal a tout

vecteur de F.
bEL

Exemples 7
1. Soit E un espace euclidien, et # un vecteur unitaire de E. Soit H = (Vectu)t.

Soit p la projection orthogonale sur H et et s la symétrie orthogonale par rapport a H.

a. Montrer que: Vx€e E, p(x) =x—{(x|lu)u.

b. Montrer que : Vx € E, s(x) = x — 2{x|u) u.

c. On suppose dans cette question que E = R3, et (IT) le plan d’équation cartésienne
x—y+z=0.
Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur (IT) dans la base canonique.

2. (*) Onreprend la situation de I'exemple 6.
Déterminer le projeté orthogonal d'une matrice M de .4, (R) sur .%#;, (R).
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Définition 8 : distance d’'un vecteur a un sous-espace vectoriel \

Soit (E,<.|)) un espace préhilbertien, et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit
x € E. On appelle distance de x a F, le nombre réel défini par :

d(x,F) =Inf{|lx— fI; f € F}.

Propriété 10 : distance a un sous-espace et projeté orthogonal

Soit (E,<.|)) un espace préhilbertien, et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Soit
xeE.

1. d(x,F)=Ilx—prX)I

2. Soit fe F.Sid(x, f) =d(x,F) alors f = pp(x).
pr(x) est'unique vecteur qui réalise I'égalité d(x, f) = d(x, F).

Exemple 8
b/
1. On veut déterminer I:Inf{f (t—acost—bsint)? dr; (a, b) € R? }
0
a. Justifier que sil’on se place dans E = ¥ (|0; 7], R) muni de son produit scalaire usuel, on
al=d((x, F)avecx:t— tetF =Vect(cos,sin).

b. Montrer que la famille (cos,sin) est une base orthogonale de F.

3
/2
c. Orthonormaliser cette base et en déduire que I = 3 27.

1

2. (*) Déterminer Inf{f (t2 —at— b)z ds; (a,b) € [Riz}.
0
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