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Corrigé

Exercice 1

1. (a)

Pour b et t strictement positifs, on considére les fonctions F et I définies par :

00 b .
F(t):/o ) ot gy e I(b):/o SIn) o

T xT

SiIl(fﬂ) sin(x)

Le développement limité de sinus en 0 donne : lim = 1. La fonction =z +— est donc

x—0

- :
prolongeable par continuité en 0, et l'intégrale I(b) est bien définie pour tout b strictement positif.

1 - 0o
sin(z sin(z
Pour étudier F(t), on regarde séparément / (z) e dx et / sin(z) e~ dz. Le prolongement

en 0 montre que la premiére intégrale est convergente. Pour la seconde

par continuité de x +— sin(@)

sin(x)

o —t
intégrale, la fonction z — est bornée sur [1 ;oof, et lintégrale / et dx vaut — s en
1

conclusion F' est bien définie pour tout ¢ strictement positif.

Soit z > 0. L’inégalité demandée découle de 'inégalité des accroissements finis appliquée & la fonction
sinus sur I'intervalle [0 ; ]. On en déduit que :

F ()] < /0°°

Ensuite, le théoréme d’encadrement donne : tlim F(t) =0.
— 00

sin(x)

e 1
e~y < / e dy ==
xr 0 t

2. Soit t > 0. On admet que :

F'(t) = /:O —sin(z) e " dx .

En faisant deux intégrations par parties successives dans lesquelles on dérive la fonction exponentielle, on

arrive & :

F'(t)=—-1-*F'(t),

ce qui donne donc :

vt €]0;00[, F'(t)=

Il existe donc un réel K tel que :

Vit €]0;00[, F(t) = —arctan(t) + K .

™
En utilisant le fait que F' tend vers 0 en oo, on en déduit que K vaut 5" Ainsi on a montré que :

3. (a)

(b)

Vit €]0;00[, F(t) = —arctan(t) + g .
La fonction sinus est développable en série entiére sur R. On a :

Ve e R, sin(z) = Z (2(k+)1)' 2L
k=0 ’
En divisant par z non nul, on obtient :
,oosin(@) o~ (CDF g
veek, = _kZ:O(Qk—kl)!x '

» OO
Pour initialiser la récurrence, avec n =0 on a e “du=1,et 0l =1.

0
Pour I’hérédité, une intégration par parties dans laquelle on dérive la fonction puissance montre que :

/ u" e du = (n + 1) / u"e "du .
0 0

On en déduit le résultat demandé.



(¢) Soit t > 1. On admet qu’on peut intégrer terme a terme le développement en série entiére obtenu
ci-dessus :

F(t) = / 75111(;&) e ' dy
0 X

_ - (_1)k > . —tx
= 2227(21@‘4—1)! /o 22k e dy

B o0 (_1)k 00 u2k —uyg n d bl B
= Z kT ), @ e “du (changement de variable u = tx)
k=0

(71)}C /OO u2k e du
(2k + 1)1 2R +T J

I
NE

k=0
=(2k)! d’apres (3b)

_ i (="
£ (2k 1) {2k
(d) Dans la question 2, on a obtenu :
YVt >0, F(t)=—arctan(t)+ g ,
ce qui se transforme en :

YVt >0, F(t)=arctan (1) .

Or la fonction arctangente est développable en série entiére sur lintervalle | — 1 ;1] (en intégrant
terme a terme le développement en série entiére de sa dérivée). Ensuite on écrit ce développement en

1
r ce qui est licite si n est compris entre —1 et 1, en particulier si t est strictement supérieur a 1.

1
4. Une intégration par parties dans laquelle on dérive la fonction x — — donne :
T

/b SI0(T) gy = cos(1) — S5 /b cos(z) 4

T b 2
cos(b)
Le terme A tend vers 0 quand b tend vers co. De plus on a :
cos(x) 1

o0
Or l'intégrale / — dx est une intégrale de Riemann convergente, ce qui implique que la limite
1z

0 cos(x)

2d:z:

lim
b—oo 1 X

b .
lim/ de
b—oo 1 X

existe et est finie. Par conséquent la limite

existe et est finie.

5. On admet que F est continue en 0, donc :

F) = %ir% F(t)
. T
= lg% (7 arctan(t) + 5)
- T
= 5

6. Soit n un entier strictement positif. On peut écrire, par la relation de Chasles :

/("‘H)’T sin(z) iz

nm T

[((n + 1)m) = I(nm)| =




Si n est pair, la fonction sinus est positive sur 'intervalle [n ; (n + 1)x], donc :

/(n+1)7r SiIl(IZ?) . /(n+1)71' sin(z) p
x| = X .

x - x

T

Puis :
e sin(x) < sin(x)

xz T (n+)m

En intégrant, on obtient donc :

[I((n+ 1)) — I(nm)| > (cos(nm) — cos((n + 1)m)) .

=2

(n+1)m

Dans le cas ol n est impair, la fonction sinus est négative sur Uintervalle [nr ; (n 4 1)7], donc :

/(n+1)7r SiH(CC) p /(n+1)7r SiH(ZC) p
€Tr = — xX .

Puis :
—sin(x) _ —sin(z)
x “(n+ Dm

En intégrant, on obtient donc :

[I((n+ 1)7) — I(nm)| > (cos((n + 1)) — cos(nm)) .

=2

(n+ )

Soit ensuite N un entier naturel.

(NHD™ | gin(z N DT i (g
/ @) b 3 / ()
0 € n=09Ynm €
N (nt1)m sin(x)
> d
>y P
n=0
N
2
2 JE—
nZ:O (n+ 1)
- L. . o o ° |sin(z) .
Or cette série numérique est divergente, donc on en déduit que l'intégrale dx diverge.
0 T
Exercice 2 Dans un plan muni d’un repére orthonormé (O ; ;5) soit P la parabole de représentation

paramétrique, pour u € R,
ur— Mu) = (z(u),y(u)) = (u2,2u) .

1. (a) Un vecteur directeur #(u) de la tangente au point M (u) & la parabole P :
tu) = (¢'(w),y'(w) = (2u,2) .

(b) Un vecteur directeur 7i(u) de la normale au point M (u) & la parabole P doit étre non nul et orthogonal
a t(u). On peut choisir 7i(u) = (=2, 2u).

(c) La tangente T'(u) & la parabole P au point M(u) passe par M(u) et est dirigée par f(u). Comme
équation cartésienne de T'(u), on trouve :

r—uy+u®=0.

2. Soit A le point de coordonnées (a,0). La droite T (u) passant par A et orthogonale a T'(u) est dirigée par
fi(u); on en trouve donc une équation cartésienne :

ur+y—ua=0.

Le point H(u), de coordonnées (X (u),Y (u)), est le projeté orthogonal de A sur T'(u), c’est donc l'inter-
section des droites T} (u) et T'(u); la résolution du systéme

r—uy+u?=0
ur +y—ua =0



donne :

X0 =5

3. Lorsque u tend vers +o0o0, X (u) tend vers a — 1 et Y (u) vers 4o0.
Lorsque u tend vers —oo, X (u) tend vers a — 1 et Y (u) vers —oo. On en déduit que la droite verticale A,
d’équation z = a — 1 est asymptote a la courbe C, lorsque u tend vers —oo ou vers +oo.

4. Cherchons trois réels A\, pu et v non tous nuls tels que :
VueR, AX(u)+pY(u)+v=0.
On obtient : v = p =0, et A(a — 1) = 0. Donc, dans le cas o a vaut 1, la courbe C; est la droite verticale
d’équation = = 0.
5. Ici a = 0. La courbe Cy a pour représentation paramétrique :

—U2

=132
u3
YW =1

Comme X est paire et Y impaire, la courbe Cyy présente une symétrie par rapport a ’axe des abscisses et
il suffit de faire I’étude pour u > 0. Les dérivées de X et Y sont :

—2u
X' =
u?(3+u?)
Y’ = -
W =G ey
ce qui conduit au tableau de variation suivant :
u 0 400
X'(u)|0 -
X 0 N, -1
Y 0 / 4o
Y'(u) |0 +

Si w est non nul, le point H(u) est régulier, et la tangente & C en ce point est dirigée par le vecteur non
nul (X'(u),Y’(u)), qui est colinéaire au vecteur (—2,u(3 + u?)).

Le point H(0) est un point singulier. (La fin de cette question est hors programme). Le vecteur
(X"(0),Y"(0)) est le vecteur (—2,0) ; le point H(0) est donc un point de rebroussement. La demi-tangente
a la courbe en H(0) est horizontale. Par symétrie de la courbe par rapport a ’axe des abscisses, le point
H(0) est un point de rebroussement de premiére espéce.

6. Voici la figure :

Exercice 3 Pour tout couple d’entiers naturels (n,p), on définit :

I,(n) :/o aP cos(2nx) dx .



1. Soit p un entier naturel.

w ot
Ip(O)Z/ P de = 1
0 p

Soit m un entier strictement positif.

Io(n) = /0 " cos(2nz) dz — {Sm(;n’”‘”}: =0.

Une intégration par parties permet de calculer I;(n) :

[T _ [asin@nz)]" ™ sin(2nx) 1 B
Ii(n) _/o x cos(2nx) dx = [ o L /o o dx = e [cos(2nx)]; = 0.

=0

Enfin, deux intégrations par parties successives permettent de calculer I5(n) :

T 1 [7 1 1 i
Ir(n) = /0 x? cos(2nx) dr = —7/0 zsin(2nz) dx = o2 [z cos(2nz)]) — ﬁ/o cos(2nz) dx = I

n 2n2
—_——
=0
2. Soit f la fonction m-périodique telle que : Va € [0 ; 7], = az? + Bz.
(a) Le coeflicient de Fourier ag de f est défini par : / f(z)dz. D’ou :
1 (" ar? B
e R L e

Smt n un entier strictement positif. Le coefficient de Fourier a, de f est défini par : a, =

/ f(x) cos(2nzx) dz. D’ou :

2 (7 2a 2 Q@
apn, = f/ (az® + Bz) cos(2nz) de = — Ir(n) —|——ﬁ Ii(n)=— .
T Jo T~ T e~ N
=7 =0
w2 . . . -1 .
On veut que ag = 5 et que, pour tout entier n strictement positif, a,, = —5 donc on obtient le
n
systeme suivant :
n Br w2
3 2 ; 6,
Vn > O, ﬁ = n2
(b) La deuxiéme équation donne o = —1, puis la premiére donne 8 = 7.

(c) La fonction f est m-périodique et définie sur [0 ;7] par : f(z) = z(7 — ).

(d) Soit x €] — 7 ;0[. Alors —x €]0 ;7[, et donc : f(—z) = —z(7w + x). On a aussi : 7 + z €]0 ; 7], donc
fn+z)=(n+z)(r—(r+2x)) =—z(r+z). On en conclut donc que : f(—z) = f(r + z).

(e) Comme f est m-périodique, continue sur [0 ;7[, et que f(0) =0 = lim f(z), on en déduit que f est
continue sur R. o
Soit x €] — 7 ; 0[. Par m-périodicité de f, on a : f(m +z) = f(z), donc :

Vo €l —m;0[  f(-z)=f(z).



Soit maintenant x € R. Il existe un entier n € Z tel que « € [n7 ; (n+1)w[. On aalors : x — (n+1)7 €
[—7 ;0]

fz) = f(x—(n+1)m) par m-périodicité
f(=x 4+ (n+ 1)) par la propriété ci-dessus

= f(—z) par 7m-périodicité .
Ceci montre que f est paire.

3. Comme f est paire, ses coefficients de Fourier b,, sont tous nuls.

4. La fonction f est continue sur R, et de classe C' par morceaux, donc le théoréme de Dirichlet s’applique
et donne :

Ve eR, f(z)=5S(x).

5. Le résultat de la question précédente s’écrit :

2 > 05 2n5r

=1

3

En z = 0, on obtient :

==
—n 6
™ ™

6. En prenant x = 5 et en remarquant que f (2) , on obtient :

n?2 12

n=1
Enfin,
= 1 S R O | w2 1 _a* q?
D T =6 156° %
0 P n=1 p=1 P
7. La fonction f est continue sur R donc le théoréme de Parseval s’applique; il s’écrit :
L @rar=as iy e,
TJo 2 n=1 !
o
Le terme de gauche vaut 30 ce qui meéne 3 :
=90
—on 90
Exercice 4 Dans un espace vectoriel F de dimension 3, on considére I’endomorphisme f de matrice A =

1 0 0
1 2 1 dans la base B = (i, ], k).
2 -2 -1

1. Le vecteur zi + yf+ 2k appartient au noyau de f si et seulement si :

x
Al y | =0.
z
Ceci équivaut au systéme :
=0
{ 2y+2=0

Le noyau de f est donc de dimension 1, engendré par le vecteur @ = j— 2k.

2. Notons P4 le polynéome caractéristique de A : P4(X) = det(A — XI). On le calcule en développant par
rapport & la premiére ligne, et on trouve :

Pi(X)=-X(X-1)?

Il a donc pour racines : 0 (simple) et 1 (double).



3. Notons Fj le sous-espace propre associé & la valeur propre 1. Le vecteur zi + yj+ 2k appartient & F; si
et seulement si :

x x
Al y | =1y
z z
Ceci équivaut au systéme :
z=0
y+z=0

Le sous-espace propre E; est donc de dimension 1, engendré par le vecteur ¢ = j— k.

—

4. La valeur propre 1 est double et le sous-espace propre associé est de dimension 1, ce qui montre que la
matrice A n’est pas diagonalisable.

5. (a)

(d)

Montrons que la famille {11 U, ;} est libre. Pour cela supposons qu’il existe trois scalaires «, 3 et ~y
tels que :
o+ pU+yi=0.
On obtient le systéme :
7=0

@1

ce qui donne @ = # = = 0. La famille {ﬂ'

} est donc libre; comme E est de dimension 3, on en
conclut que c’est une base de F.

Comme 4 est un vecteur du noyau de f, on a : f(u) = 0. De plus, comme ¥ est un vecteur propre
associé a la valeur propre 1, on a : f(¢) = ©.

Sur la matrice A, on lit : f(i') = f+j+ 2k. Tl reste donc & trouver trois scalaires A1, Ao et Az tels que
f(i) = A\ 4 XoT + Asi. Cela revient a résoudre le systéme :

A3 = 1
AM+A=1 s
—2A1 — A =2
ce qui donne : Ay = —3, Ay =4 et A3 = 1. La matrice B de f dans la base B = (@, ,1) est donc :
0 0 -3
B= 01 4
0 0 1

La matrice de passage P de la base B vers la base B’ s’écrit :

0 0 1
P= 1 1 0
-2 -1 0
Son inverse, que I'on peut calculer par la méthode du pivot de Gauss, est la matrice :
0 -1 -1
pt=10 2 1
1 0 0

La matrice A est la matrice de f dans la base B, la matrice B est la matrice de f dans la base B’,
et P est la matrice de passage de la base B & la base B’ ; on a donc :

A=PBpP!

Soit M une matrice telle que M? = A. On note g I'endomorphisme de matrice M dans la base B. On a
donc:gog=7f.

6. (a)
(b)

fog=I(g0g)og= (gog)= of.
Ona: fog(i)=go = ¢( ) = 0. Ce qui montre que g(%) appartient au noyau de f. Donc il

A
om
S~—

existe un scalaire A tel que : g(@) = Mi. Mais f(@) = 0 = g o g(@) = g(\i@) = Ag(@). Ceci implique
que A = 0 ou bien g(@) = 0. Dans les deux cas on obtient : g(@) = 0.

On a: fog(?v) = go f(¥) = g(v). Ce qui montre que g(¥) appartient au sous-espace propre associé a
~—~

—

=7
la valeur propre 1 de f, et donc qu'il existe un scalaire = tel que : g(v) = zv.



()

Soit N la matrice de g dans la base B’. Comme B’ est une base de E, il existe trois scalaires s, t et

y tels que g(i) = s + tU + yi. On peut alors écrire la matrice N :

N =

o O O
o8 O

S
t
Yy
La matrice M est la matrice de g dans la base B, la matrice N est la matrice de g dans la base B’,

et P est la matrice de passage de la base B & la base B’ ; on a donc :

0 0 s
M =PNP™' ouencore P 'MP= 0 =z t
0 0 vy

0 0 sy
Calculons N? de deux facons. On a d’une part : N> = | 0 2? t(z+y) |. Par ailleurs : N2 =
0 0 y?

(P~'MP)(P~'MP) =P 'M?P = P~ AP = B. En identifiant ces deux formes de la matrice N2,
on est conduit au systéme :

2 =1
y =1
sy =—3 ’
tlx+y) =4
qui n’admet que deux quadruplets solutions : x = 1,y =1,s = -3 et t =2, oubilen: z = -1,y =
—1,s =3 et t = —2. On obtient donc :
0 0 -3 0 0 3
PilmMpP=[0 1 2 ou P'MP=|0 -1 -2 |,
00 1 0 0 -1
puis :
1 0 0 -1 0 0
M = -1 2 1 ou M= 1 -2 -1
4 -2 -1 -4 2 1



