CEN 2019 TSI Math 2

| Matrices compagnons
| - A— Etude d'un premier exemple

Q1. Calculons le polynéme caractéristique de A, en développant par rapport a la 3¢ colonne :

A0 2 -1 2 A0
=1 12 -1]=2 — (=1 +(1-2) =21+ (-2
A 0 i 0 -l 0 -l —1 z

—(A=2)+(A=2)A%2 = 1-2)(1*-1)
Le polyndme caractéristique de A est )(A(/l) =UA-2)A-DA+1).

Q2. Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique, soit dans |'ordre

croissant: A;= -1, 4,=1, 43=2. Une matrice de M;(R) ayant trois valeurs propres distinctes est
diagonalisable, donc A est diagonalisable. Calculons une base de vecteurs propres :
(—x  +2z=0 [(—x  +2z=0 _s 2
ker(ﬂ]I—A) R =x—y—2z=0ssi Ly—L« —y—3z2=0 ssi {x _ —Z3z , base : u] <—3>
-y =3z=0 | —y=3z2=0 Y= 1
[ x  +2z=0 (x +2z=0 )
ker(A,J—A): § —x+y—-z=0 ssi Ly+L, y+z=0 ssi {;C — :?Z , base: u, <—1>
-y=2=0 | —v—2=0 1
(2x +2z=0 x=—7 -1
ker(ﬁ3I—A) : d=x+4+2y—2z=0 ssi {y —0 - base : 73< 0 )
L -y=0 1

On sait qu‘alors la famille (71 , Uy, 73) est une base de R3 propre pour A, et donc :

2 -2 -1 -1 00
P=(-3 -1 0 | vérifie: A=PDP' o D=0 1 0).
11 1 0 0 2

| - B— Etude d'un second exemple

Q3. Calculons le polynéme caractéristique de B :

A0 -l -1 2 A0
M =|-1 1 3 |=- -3 +(A=3) = -1 431+ (A-3)A2
s 0 Sl 0 -l 0 -l —1 z

=13-312431-1=1-1°
Le polynéme caractéristique de B est (1) = (4 —1)>. La matrice n’a qu‘un sous-espace propre :
x —-z=0 X -z=0 X = 1
ker(I—B) c 4 =x+y+3z2=0 ssi Lr,+L, y+2z=0 ssi { o base : V), <_2>,
—y—=2z=0 -y—-2z=0 1

La matrice B n'a gu'un sous-espace propre, c'est ker(I—B) = vect V] (défini ci-dessus).

Q4. La dimension du sous-espace propre ker(I—B) est strictement inférieur a I'exposant de la
valeur propre 1 dans le polynéme caractéristique, et donc : B n'est pas diagonalisable.

En revanche, le polynéme caractéristique de B est scindé sur R, donc la_matrice B est
trigonalisable dans M;(R).
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X -1 0 1
Q5. Soit donc un vecteur colonne v, = <)’> Ona B-I; = < 1 -1 —3), d'ol :
0 0 1 2

—x+0y+1-0=1 —x=1 x=-1 -1
Bvy=v,+v, ssi (B=I3v,=v;ssiqx—y—3-0=—2 ssi 4 X—y=—2ssi Jx—y=-2, v2=<1>
y+20=1 y=1 y=1

z
Q6. Soit donc un vecteur colonne v; = <t> Ona:
0

—z+0t+1-0=-1 —z=- z= 1
BV3=V2+V3 ﬁ (B—I3)V3=V2 ﬁ z—1t—-3-0=1 ﬁ z—t =1 ﬁ z—t =1, V3= 0

t+20=0 r = t = 0
1 -1 1
Q7. Soit la matrice R=| -2 1 0 ], dont les colonnes sont les vecteurs V', V,, V5. Il suffit de
1 0 O

permuter certaines colonnes pour obtenir une matrice échelonnée : la matrice R est inversible,

c'est-a-dire que la famille V|, V', , V5 est une base de R3. Or, l'ona:
Bv, = v, puisque v, est propre pour la valeur propre 1

Bvy=v+v, et Bvy;=v,+v; par définition des vecteurs v,, V'

110
D'ou, facilement: R™1BR = (0 1 1>, c'est la matrice T de I'énoncé. Finalement :
001
1 -1 1
Enposant R=(-2 1 0], ilvient B = RTR™!.
1 0 O
| - C — Retour au cas général
Q8. Montrons par récurrence que pour peN*, pour tous réels a, ...,a, , en posant
C,=Cay,....ap): )(C(X)=Xp—apo_1—...—azX—al.
—p=1:onaC=(a), Al,-C=(A-q)), dou y.(X)=X-a,, c'estbien la propriété pour p=1
1
— Soit p €N, supposons la propriété vraie au rang p, et considérons des réels a, ..., Ay - En
posant C, = C(ay, ..., a,,a,,,), il vient (en développant par rapport a la 1re ligne) :
A0 0 aq A0 0 a
- 0 - . 0 Lept1 -1 -0
Z, =10~ 2 a |THo w2 e [TEDTTa 0w
0 0 —12+a,, 0 0 —12+a,,

=2 Zetagay @ =D+ (=1)?

=AW —a, 7= —a3d—ay) —a

=P+l — ay AP — ... —ayA —a; quiest bien I'expression attendue au rang p+1.
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A0 0 gq
_ . 1 0 ,
Q9. Soit 4 un réel, formons la matrice C—-AL, =1, . a,_; | Les p-1 premiéres colonnes
0 0 -1 2+a,

forment une famille échelonnée, donc libre, de Im(C—/le), d'ou rg(C—/IIp) > (p—1). Alors en appli-

quant a la matrice C—AI, le théoréme du rang :  dim ker(C—41,) < 1. Autrement dit, si 1 est une

valeur propre de C, on a dim ker(C—/IIp) = 1. Les sous-espaces propres de C sont de dimension 1.

Q10. Si le polynéme caractéristique d'une matrice carrée est scindé a racines simples, d’apres le
cours on sait que cette matrice est diagonalisable.

Réciproquement, prenons pour C une matrice compagnon diagonalisable. On sait qu'alors, en

notant yy, ..., 4 les valeurs propres distinctes, et my, ..., my leurs multiplicités respectives :
k
2cX) = [[X=pnymi.

i=1

k

On vient de voir: Vi, m; =1 (question 8). D'ou y-(X) = H(X—,ui), et en comparant les degrés
i=1

des deux membres il vient: p = k. On a montré : sila matrice C est diagonalisable, alors elle

P
admet p valeurs propres distinctes yy, ..., y, et de plus : y-(X) = H(X—,ui).
i=1

Une matrice compagnon est diagonalisable ssi son polynéme caractéristique est scindé a racines simples

I-D—
Q11. Soit P un polynéme unitaire de degré p eN* :
P :Xp+ap_1Xp_l + ... +C¥1X+(XO

et soit une matrice compagnon C = C(qy, ...,a,). On a vu a la question 8 :
2 (X) = XP — chpX”_1 —...—a,X—a.
On en déduit :
2,X)="P, ssi Vie[l,pl, a;=-a_,.
ssi C=C(-ag,...,— ap_l)
On a montré |'existence et |'unicité d'un p-uplet (ay, ..., a,) vérifiant)(C(}Q =P.

Q12. Soit maintenant Q un polynéme quelconque. Si Q est unitaire de degré p>1, on vient de
voir que Q est le polynéme caractéristique d’'une matrice (compagnon).
Réciproquement, si Q est le polynéme caractéristique d’une matrice (quelconque), on sait que Q

est un polynéme unitaire de degré n>1 (égal a I'ordre de la matrice).

Une CNS pour gu'un polynéme Q soit le polyndme caractéristique d'une matrice, est que Q soit

un polyndme unitaire de degré >1.
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Il Matrices symétriques

In-A—

Q13. Soit (4, u) ER™ et A, B des matrices symétriques positives de M,,(R). Posons C=1A+uB.

— Pour tous i, j€ [1,n]l, C;;=4A, ;+uB; ; par définition des opérations matricielles
=1A;;+uB;; puisque A et B sont des matrices symétriques

= le La matrice C=A1A+uB est une matrice symétrique.

— Vérifions que C est positive (au sens des matrices symétriques) : pour tout x ER”",
xICx = xT(/IA+uB)x = xT(le+ﬂBx) =21 x"Ax+u x"Bx
Les matrices A et B étant supposées positives, on a x' Ax > 0 et x' Bx > 0, et puisque (4, 4) ER*

il vient finalement :  xTCx > 0. La matrice C=1A+uB est de plus positive.

Q14. Soit A une matrice symétrique positive de M,(R), en particulier on a AT = A. De facon

évidente, il vient alors : AT = A est une matrice symétrique positive de M, (R).

Il - B— Soit A une matrice symétrique positive de M, (R).

Q15. Appliquons le théoréme spectral : toute matrice symétrique réelle A est ortho-
diagonalisable, c'est-a-dire qu’il existe une matrice orthogonale P€0O,(R), et une matrice
diagonale D = diag(4,, ..., 4,) de M (R), telsque : A = PDP~! = PDPT.

Q16. Soiti € [[1, n]], considérons un vecteur propre X; de A pour la valeur propre 4; :
X, #0 et AX,=1X;
Calculons XITAX,- = XIT - 4; X; : par linéarité a droite du produit matriciel (réputé bilinéaire), on a
XTAX; = 2; XTX, . On reconnait enfin une norme au carré :
XTAX; =1 X[ X; = L1IX]°

Q17. La matrice A est supposée positive, donc en particulier pour le vecteur X;:  XTAX; > 0.
Utilisons la question précédente, puisque X; # 0 on a [|X;||> > 0, et donc on peut écrire :

_ X[AX,

LR

Les valeurs propres d’une matrice symétrique positive de M, (R), sont des réels positifs.

Z b> dans M,(R). La matrice est symétrique,
c

supposons-la positive. Notons 4, , 4, les valeurs propres de A comptées avec leurs multiplicités,

Q18. Prenons le cas d'une matrice 2x2 : soit A = <

on sait d'apres ce qui précede, que 4, , 4, sont des réels positifs. Alors :

i.e. a+c >0 et ac—b*>0.
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Il - C — Réciproquement, on considere une matrice A de M, (R) symétrique, dont toutes les

valeurs propres sont positives. Il existe une matrice P€0,(R) et des réels positifs A;,4,, ..., 4,
tels que : A = P diag(4,, ..., 4,) P".
x|
Q19. Soit un vecteur X de R”, on note X'=P'X (vecteurde R"): X' =1 : |. ll vient X=PX'd'ol
x/

n
XTAX =(PXYWAPX)=XTPTA PX
Alors par associativité :
XTAX =XT(P'AP)X = X Tdiag(4;,....4) X'
Achevons ce calcul, on obtient :
X A
XTAX = (x ... x;)diagAy,...4)] ¢+ |=(x - x)| :

’

~

n
_ 12
“$as
i=1

Q20. Il faut prouver que A est positive. Soit donc un X€R", reprenons le calcul ci-dessus :
n
XTAX =) 4x2>0,

i=1
puisque le carré d’'un nombre réel est positif, et que les 4; ont été supposés positifs.

Q21. Soit A une matrice symétrique positive de M, (R), d'aprés la partie B : si A est symétrique
positive alors ses valeurs propres sont positives. D’apres la question 20 ci-dessus : si les valeurs
propres de A sont positives alors A est symétrique positive. C'est |'équivalence demandée.

Il - D — Soit AEM,(R).

Q22. Dans cette question, I'on suppose qu’une matrice BEM,, ,(R) vérifie A = B"B. Alors :
— La matrice A est réelle, et elle est symétrique :
A'=(B"B) =B'B""=B"B=A
— La matrice A est positive : soit un vecteur XeR",
XTAX =X"B"BX = (BX)'(BX) = ||BX||> >0

Q23. Réciproquement, soit A une matrice symétrique positive de M, (R). La partie II-B précise le

théoreme spectral sous la forme :

il existe une matrice P €0, (R) et des réels positifs A, , 4, , ..., A, tels que A = P diag(4,, ..., 4,) P".

Posons u; = \//1—, , A =diag(yy, ..., u,) etenfin B = (PA)T = ATPT. On vérifie trivialement :
BeM,(R) et B'B = PAATPT = PA%PT = P diag(,, ..., 1,) PT = A.

lll Produits de Kronecker

In-A—
Q24. 1l n'y a qu'a appliquer chaque fois la définition du produit de Kronecker :
1 -1 2 =2 1
_ (B 2B\_|-1 1 -2 2 _(Y\_|-1
A®B_<ZB 4B>_ 2 2 4 -4 ¢ X®Y_(2Y>_ 2 |
2 2 -4 4 -2
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Q25. Nous constatons que la matrice A @ B est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable.

Q26. Les vecteur X,Y sont non nuls et 'ona AX = <150) =5X, BY= < 22) =2Y : ce sont des

vecteurs propres respectifs des matrices A, B. Enfin :

_ (B 2B\(Y\_( BY+4BY \_[ 5BY \_[10Y\_ (Y \_
“eBX®Y)= <2B 4B> <2Y>_<2BY+ 8BY>_<10BY>_<2OY>_10 <2Y>_10(X® Y)

Et I'on a clairement : X ® Y =0 ssi (X=0 ou Y=0), ce qui assure que X ® Y#0 : c’est un
vecteur propre de A ® B.

lll - B — Propriété vraies quels que soient les entiersn,n’,p,p’ € N*, a démontrer en dimension 2

Q27. Linéarité d gauche : soit A = (a b), A = (a b), aceR. Alors:

c d cd

(aa+a’)B (ab+b")B aB bB a'B b'B
A+A’ B = = =aAQRB+A' B
(@A+4) @ ((ac+c’)B (ad+d’)B> a(cB dB>+<c’B a”B) GABB+A®

. . b a b T a ¢ T a c

Q28. T tion: soit A= (% ?) B= Al A:< >,B: :
ransposition : soi <c d> (c’ d/> ors b d b

aa ac' ca cc’ aa ab ba bb'

AT @B = <aBT cBT> _|ab ad cb' cd'| 4o p - <aB bB>= ac’ ad bc bd

bBT dBT ba’ bc' da dc cB dB ca c¢b' da db’
bb’ bd db' dd cc’ cd dc dd
On a bien : A'®@B'=AQ®B).

Q29. Utilisons le calcul de A ® B ci-dessus :
trA®B) =aa’+ad +da’ +dd =(@a+d)a’ + (a+d)d = (a+d) (a'+d') = tr(A) - tr(B)

lll - C — On revient au cas général : n=n',p=p'€N* (matrices carrées). On note X, YER" des
vecteurs propresde Aetde B: X#0, Y#0, AX=1X, BY=uY.

Q30. Calculons: (AQRB)XQ®Y)=AXQ@BY)=UXQuY)=uXQY).
Denouveau: X ® Yestnul ssi X=0 ou Y=0. Ici: X#0 et Y#0,dou X®Y #0. Cestun

vecteur propre de A ® B, pour la valeur propre Au.

Q31. Montrons que A @ B est positive. Suivons |'indication de |"énoncé : appliquant le résultat
de la question 23, il existe UEM,(R) et VEM, (R) tellesque : A=UTU et B=V'V.

Alors: AQB=UTUQVTV=U"®@VHURV)=U®V) (U®V),delaforme WIW. Or,
cette fois d'apres la question 22, on a vu qu’une telle matrice réelle est symétrique et positive.

lll - D — On considere la base canonique Ef”]) de M, (R), et la base canonique Egnjz) de M, 2(R).

Q32. Calculons simplement les produits demandés :

o 0000
@ om0 E31\_|0 0 1 Of_g@
E1,2®E2,1_<0 0 )‘ 0000 _E2,3
00 0O
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Plus généralement :

2 Q) _E@® ) 2)—_p@ 2) Q) —_E@® ) Q) — @@
E1,1 ® E1,1_E E1,1 ® EI,Z_E E1,1 ® EZ,I_E E1,1 ® Ez,z_ Ez,z

L1’ 127 2,1
2 (@) I C)) 2 2)—_p@ 2) Q) _p@® ) Q—_ &
EI,Z ® El,l_El,3 4 E1,2 ® EI,Z_E1,4 ! E1,2 ® E2,1_E2,3 ! El,z ® Ez,z_ E2,4
2) Q) _p@® 2 Q) —_p@ 2) (@)1 =] ) 2 Q—_ g
E2,1 ® E1,1_E3,1 ! E2,1 ® El,z_Ea,z ! E2,1 ® E2,1_E4,1 ! E2,1 ® Ez,z_ E4,2
2) Q) —_p® 2) Q) _p®¥ 2) Q) _p@ 2 ()N o1C))
Ez,z ®E 1,1_E3,3 ! E2,2 ® E1,2_E3,4 ' E2,2 ® Ez,l_E4,3 ! Ez,z ® Ez,z_ E4,4

ion générale : E® ® E™=E®)
Q33. On a la relation générale : Ei’j ® Ek,f_En(i—1)+k,n(j—l)+f .

Q34. Soit des matrices A = 2 ai,jE?j) et B= Z bk,fEl(c’?;. Alors BT = Z bkaf/f,)k:

1<i,j<n 1<k, /<n 1<k,f<n
AQE =| Y a,EY| @8
1<i,j<n

= Z a; [EEZ?@BT]

1<i,j<n

1

1<i,j<n <k,f<n

= > Y ayb,[EYQEY]

1<i,j<n 1<k, f<n

D'ol = Z Z a; by, TZ(EEHJ) ® E](c”;) par définition de 7,

1<i,j<n 1<k,f<n

= Tz( Z Z a; by s Ef’;) ®EI({”;> par linéarité de 7,

1<i,j<n 1<k,f<n

= TQ(A ® B)

lll - E — Application aux entiers algébriques

Q35. Sion considere a €Z, il est racine du polynéme P =X—a qui est bien unitaire a coefficients

l,aeZ. Alors : tout a € Z est entier algébrigue.

Q36. Les nombresi et \/5 sont racines respectives des polynomes X2+1 et X?—2, qui sont

bien unitaires a coefficients dans Z. Alors : i et4/2 sont des entiers algébriques.

Q37. Le nombre d'or ¢ = 1+2\/§

(unitaire a coefficients dans Z). Alors ¢ est entier algébrique.

vérifie > = ¢ +1 : il est racine du polynéme X2 —X — 1

Q38. Plus intéressant, soit a, # des entiers algébriques, racines respectives de polynémes P, Q.
Considérons les matrices compagnon A, B des polynémes P, Q : étant racines de leurs polynémes
caractéristiques, les scalaires a, # sont des valeurs propres de A, B (respectivement). De plus, les
coefficients des matrices A, B appartiennent a Z.
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La question 30 nous permet d'affirmer que a est valeur propre de la matrice C = A @ B, et donc
: aff est racine du polyndme caractéristique R de cette matrice. On sait déja qu’un polynéme
caractéristique est un polynéme unitaire, il reste a remarquer que la matrice C est a coefficients
entiers, donc aussi le polynéme R. Finalement :

le scalaire af est racine d'un polyndme unitaire a coefficients entiers : c'est un entier algébrique.

IV Etats quantiques de Werner

Q39. Soit des matrices A, B € @). En particulier ces matrices sont symétriques et positives, alors
d'apres la question 13 : pour toutt € [0,1], tA 4+ (1—1)B est symétrique et positive. De plus :

tr(tA+(1-0B) =t w(A)+ (1-DuB)=1-1+(1-1)-1=1
Onamontré:siA, B € @y alors pour tout t € [0, 1] on a encore tA + (1-1)B € @y

Q40. (i) Démontrons par récurrence : Vm >1, Vp,,...,p, € R*, VA,,...,A, symétriques
positives, la matrice pjA, + ... +p,,A,, est symétrique positive.
— m=1: c’est la question 13, en prenant B=0 (la matrice nulle est symétrique et positive).
— m=2: c’est la question 13, aux notations pres (légérement différentes ici).
— Soit m €N*, supposons la propriété vraie au rang m et considérons des matrices A, ..., A,
symétriques positives, et py, ..., P,y dans RT : d'aprés I'hypothése de récurrence, la matrice
A=pA +...+p,A, est symétrique et positive. Alors (encore la question 13, ou le cas m=2
détaillé plus haut) : A + p,, 14,41 est symétrique et positive.
(ii) Soit maintenant des matrices A, By, ..., A,,, B,, dans @). En particulier pour tout i les matrices
A;, B; sont symétriques et positives, d'ou en appliquant le résultat de la question 31 : les matrices
A; ® B; sont symétriques et positives. Le résultat (i) s'applique alors aux matrices A; @ B; et aux
m
réels positifs p; : la matrice C = Z p; A; ® B; est symétrique et positive.
=1
De plus : tr(C) = Zp,- tr (A; @ B)) par linéarité de la trace,

~
—

p;tr (A;) tr (B;) en appliquant la question 29,

Il
M=

1

~.

p; puisquetr(4;) =tr(B;) =1, etdonc: r(C)=1.

M=

1

~.

m
Nous avons montré : Vm>1,si A,,B,,...,A, ,B, €@, etsi p,,...,p, € R" avec Zpi:l’
i=1

m
alors la matrice C = Zpi A,®B €Q,.
i=1

Q41. Considérons un état quantique C € @, séparable : il existe donc A, By, ..., A,,,B,, € Q, et
m m

Pl Py € RT avec Zpl- =1, vérifiant C = Zpl- A; ®B; . Alors :
i=1 i=1

7,(C) = Z pit(A; @ B) = Z piA; Q@B = Z D; A; ® B; puisque B; est symétrique
i=1 i=1 i=1

En particulier, 7,(C) est symétrique positive.
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. . . 1 1,n) (1 n) . . ,
Q42. Soit la matrice ligne ¥ = ZE ®E} ;" ou la base canonique de M ,(R) est notée

(E(IZ”)) . Calculons:
1,i 1<i<n

1 n n 1 n n
Ty _ — (1,n) (Lm)| . (l,n) (ILm| — _ (1,m)T (LmT| | (1,m) (1,n)
Y= H[ZEU ®E1,i ] [ E ®E1,j ] - n[ZEl,i ®E1,i ] [ZELJ‘ ®E1,j ]
i=1 i=1 j=1

[2 0D @ B 1>] [Z B0 g B n)] ’11 Y [E"D @ECD] [EL0 @ B
j=1 i.j
= —Z [E(VE( Y @ BV VE(N] = :lz [El ®E)|

i.J

1
LA BN ELLH

i<j ]<z

T

1
=— Z [EP®@E"] + . Y, [EW®E"+EYQE"]

1<i<j<n
Q43. Les termes Ef’:) ®E§"’i) sont des matrices symétriques positives, puisque les Ef’? le sont
(question 31). Les matrices Ef’;) ® Ef”j) + EJ(’? ® Ej(’:) sont symétriques car de la forme M + M7, et
elles sont positives également :
KT @ XD|ED ®E" + EY @ EX| (X @ X) = XTEDX @ XTEDX + XTEDX @ XTEX
= (X)) ® (x;x;) + (x;x l-) ® (x;x;) (matrices 1x1)
= x? x +x x?=2x*x7>0

Ainsi, nous avons écrit YT ¥ comme une combinaison de matrices symetriques positives, par des
coefficients positifs : c’est une matrice symétrique positive. |l reste a calculer la trace :

r(PTY) = Z r [E” @ EX ] + ! Y, w[EY®E"+ENQE"]
. J N,

l] 1<1<]<n
:—Ztr[E(”)®E(”)]+O— 21+0—1
i=1 ll
Q44. Calculons donc pour n=2:
1
Ty — @) (2) — (2) @4 = 2 2
Py = ZE ®E + Y, EYQE )+ EY ®E]
1<l<]<2 1<i<j<2
1 1 1 1
— _E® @) E® @) (@) @) (@) @
—2E1’1®E171+2 E;S®E;) +2E ®E; +2E21®E
1 000 00O00O0 0001 00O00O0 1 001
_!lo oo o] fo oo of1oooofllfooool_lloooo
210 0 0 O 210 O O O] 20 O O Of 210 O O O 210 0 0 O
0000 0001 0000 1 000 1 001
Désormais on fixe p € [0, 1] et I'on pose : W, = pYTVY + (1—p)lI4

Q45. A la question 44, nous avons montré que WTW est un état quantique, et par ailleurs la

matrice %14 est un état quantique (facilement, I, est symétrique positive de trace 4).

La matrice W, est donc de la forme tA + (1—t)B oupe [0,1] et A,B € @ : alors W, est un état

quantique (voir question 39).
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Q46. Faisons donc ce calcul :

1001 1000
w=Pl00O0O0f T=plo 1 00|_1fO0 T=p 0 0
P=210 000 4 10010 4|0 0 1-p 0

1 001 0001 2p 0 0 1+4p

Q47. Reprenons |'expression de la question 44 :

1 1 1 1
Tw - _g® 2 L _r® 2 4L _r® (ORI ()] )
Y Y= 2E1,1 ® El,l + 2E2,2 ® Ez,z + 2E1,2 ® E1,2 + 2E2,1 ® Ez,l

1 1 1 1

. T — _F® 2 L _Rr® 2 4L _F® 2 4L _r® ()
Alors : (YY) = 2E1’1 ® E1,1 + 2E2,2 ® Ez,z + 2E1,2 ® E2,1 + 2E271 ® E1,2
1 000 00000 000020 00020
_oooo|,1foooofl1oo1o0[1fo0o00
210 0 0 0] 20 O O O 2/0 O O O] 210 1 O O
0000 0 0 01 00020 00020

1 000

_1foo 1o

210 1 0 O

00 01
; . —E® 2 2 2 () ) () 2 [N
Par ailleurs : I, = E1,1 ® El,l + El,l ® Ez,z + Ez,z ® E1,1 + Ez,z ® E2,2 , dou:

—Rr® (2) 2) (2) 2) (2) (2) 2) _
() = E1,1 ® E1,1 + E1,1 ® Ez,z + Ez,z ® E1,1 + Ez,z ® E2,2 =1y
1+4p O 0 0

1000 1000

| 0oo1ofl 1-ploroo|l 1[0 1-p 2 0

Final t: W) == 4 3

inalement 1 7y(W,) o1o00[" 7 foo10|72]0 2 1-p o0
0001 0001 0 0 0 Il+4p

Calcul du polyndme caractéristique Notons M cette matrice 12(%) :

4)—1-p 0 0 0
1 0 4h—1+p -2p 0 1 4h—1+p =2p
det(Al,— M) = — =_—(41-1-p)?
=M= ~2p  4i-l4p O Pr PN _ap aa—t14p
0 0 0 4)—1-p
1 1 1+ 1-3
=F(4/1—1—p)2 [(4/1—1+p)2—4p2]=F(4/1—1—p)3(4/1—1+3p)= (- 41’)3(1— 4p)

. 1+ 1-3
Les valeurs propres de la matrice 7,(W,) sont Tp>0 et Tp , cette derniére valeur propre étant

négative pour tout p appartenant a I = ]% ; 1]. Pour ces valeurs de p, la matrice 7(W,) n'est pas symétrique

et positive, et donc (question 41) : I état quantique W, n’est pas séparable.
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