e3a 2020 - PC math

durée 4 heures - calculatrices interdites

Exercice 1

1
SoitaeRet M,=1 0
0

— O Q
o = O

1. Calculons le polynéme caractéristique de M, :

X—-1 —a 0
X, (X) = 0 X -1
0 -1 X
X -1 , , R N
=(X-1) 1 X on a développé par rapport a la premiére colonne

= (X -1)(X*-1)
= (X -1D3*(X+1)

XM, est scindé et admet deux racines : 1 et -1. M, est alors diagonalisable si et seulement si E; est de
dimension 2 (1 est une racine double) et E_; est de dimension 1 (-1 est une racine simple).

Comme —1 est une racine simple, dim(E_;) = 1. Etudions alors E}.
Soit (e, 8,7) € R3.

e a+ af =«
B | e b+~ v =8
Y g =7
af =0
<~
{7 B
« « 1 0 1 0
eSia=0,| B |€bi<=~y=0<| B |=a| 0 |+8]| 1 |etEi=Vect 01,1
ol ol 0 1 0 1

Comme ces deux derniers vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre et Fq est de
dimension 2.

«a 3 =0 Q 1 1
eSia#0,| B | € By = o = | B |=a| 0 |etE =Vect 0 . Ce vecteur
- v =8 - 0 0

est non nul, il forme une famille libre et Fq est de dimension 1.

M, est diagonalisable si et seulement si a = 0.

2. Quelle que soit la valeur de a, 0 n’appartient pas au spectre de M,, donc

M, est inversible pour tous les réels a.

3. Soit a € R* (ce qui revient a dire que M, n’est pas diagonalisable d’apres la question 1).

Notons ¢ ’endomorphisme canoniquement associé & M, et B. la base canonique de R3.

page 1/ 9



-1 0 0

On cherche une base B’ = (uy,uz,u3) telle que mats (p) = 0 1 1 |, clest-a-dire telle que
0 01

o(u1) = —u1, p(uz) = ug et p(uz) = uz + us.

Pour uq, la résolution du systeme M, X = —X ou X est une matrice-colonne permet de choisir u; =

(a/2,-1,1).
Pour g, choisissons un vecteur propre associé a la valeur 1 : ug = (1,0,0).
On cherche ug sous la forme (o, 5,7) :

« 1+«
plug) =us+us <= M, | B | = B
Y Y
a+ af = l4+a
— vy = B
B = 7
af =1
<:>{ B =y

@:Bzyza

On pose uz = (0, %, 1).

‘a’a
Vérifions que (u1,us,u3) est bien une base de R3 :

5 10
dets, (u1,uz,uz)=| —1 0 1
1
0
-1 1
=1 1 ¢ on développe par rapport a la deuxieme colonne
a
_1f -1
T 1 1
=2
a

dets, (u1,ug,uz) # 0, donc B’ = (uy,uz,u3) est bien une base de R? et

~1
maty () = [ 0
0

o = O

0
1
1

Les matrices de ¢ dans les bases B. et B’ sont semblables (matg/ (@) = (ch_g;/)fl matz_(¢)Pp,—s),
donc

-1

M, et sont semblables.

O = O
= = O

0
0
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1.

3.

Exercice 2

Soit x > 0.
t — @5 (t) est continue sur [0, +oo[ comme quotient de fonctions continues (exponentielle et fonction
affine) dont le dénominateur ne s’annule pas (1 + 2t > 1 donc différent de 0).

Au voisinage de 400,

0 < 2, (t) < t2et

Par croissances comparées, t?e ™ tﬁ—ioo 0, donc ¢, (t) e 0 (t%)

t—> t% est intégrable sur [1, +oo[, donc par domination, ¢, l'est aussi.

Il n’y a pas de probleme de convergence en 0 puisque la fonction y est continue, donc ¢, est intégrable

sur [0, 400 et f(x) existe, quel que soit x > 0.

f est bien définie sur RT.

. Soit (z,y) € (RT)? avec = < y.

Vi>0, at <yt
14zt <14yt
1 1
<
14yt = 1+t
0y(t) < @u(t) car e t>0

1 .
car u — — est décroissante sur ]0, 4+o00|
u

Par croissance de U'intégrale (0 < +00), f(y) < f(x).

f est décroissante sur RT.

+oo et
(a) VneN, f(n) = [;" {5 dt.

et
1+nt-”

e ¢, est une fonction continue sur [0, +oo].

Posons : Vn e N, 1 t —>

e Soit t € R, ,(t) " 0 car 1 4+ nt — +00. ¢, (0) = 1, donc (p,) converge simplement vers
n—-+0oo

. 0 sit>0 .
la fonction v : t — 1 : " i 0 continue par morceaux sur [0, +o0].
e Or, pour tout n € N,Vt € [0,+00[, |pn(t)] < e ' et t —> e~ ! est continue, intégrable sur

[0, 4-o00].
D’apres le théoréme de convergence dominée, on en déduit que les fonctions ¢, et 1) sont intégrables
sur [0, 4o00] et que :

/ o) dt - / ) dt.
0 " n—+oo Jo

On pouvait aussi dire que la suite (f(n)) est décroissante minorée par 0.

(f(n)) converge.

(b) foFa(t) dt = [;F°°0 dt = 0,| (f(n)) converge vers 0.

(c) f est décroissante sur RT, donc d’apres le théoréme de la limite monotone, f admet une limite «
en +0o (a € R). Par composition des limites, la suite (f(n)) converge vers a. Par unicité de la

limite, on a donc : @« =0 et | limf = 0.
+oo
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Exercice 3

l.e0<ag<1lcaragg=1
e Soit n € N. Supposons que pour tout entier k € [0,n], 0 < ax < 1.

Vk € [0,n], —n< -k <0
2<n—-k+2<n+2

1 1 1
< < — car u+— — est décroissante sur [2, +oo|
n+2 " n—k+27 2 u
ag ag 1
0I< —— < —< = O<ar <1
n—kt2= 2 —g USRS

On a alors :

1 & ag 1 n+1
0< <
> L

0<ap41 <1

e Par principe de récurrence (forte) : | Vn € N, a, €]0,1].

2. Comme Vn € N, 0 < a, < 1, le rayon de convergence de > a,x™ est supérieur ou égal a celui de la
série entiére géométrique > z" dont le rayon de convergence vaut 1.

Le rayon de convergence de »_ a,x™ est supérieur ou égal a 1.

z" A n : n .
3. (a) ¥ ;55 a méme rayon de convergence que - 25", et donc que 3 z" puisque ;5 ~ 1

Le rayon de convergence de nx—; vaut 1.

b) On en déduit que :
( q
— pour tout x € R, |z] < 1, Y nx—; converge,

— pour tout x € R, |z| > 1, > diverge.

1,7L
n+2
Par ailleurs, pour z =1, > n%rZ diverge car n%rQ ~ %, % > 0 et la série harmonique diverge.

_ (=)™ ) N N ;. - , 1
Pour z = —1, }° % =5 converge d’apres le critere spécial des séries alternées ((m) tend vers 0

en décroissant).

+o0o n
Par conséquent, | x — Z

n=0

est uniquement définie sur [—1, 1].

n +

(c) Le rayon de convergence de la série entiére produit de Cauchy de deux séries entiéres est supérieur
ou égal au minimum des deux rayons de convergence. Comme ce minimum vaut 1,

> wnpz™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 |et,

n
Vn eN, w, = Zak
k=0

=(n+ Daps1. Vn e N, w, = (n+ 1)apy1.

n+2—k
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+o00 o ) +o00

Ve €] — 1,1 f(x) (Zn—i—Z :anx"

k=0 k=0
+oo
=Y (n+1Dapp12"
n=0
+oo
= Z na,z" !
n=1
= f'(z)
400 "
v —-1,1 ! =
k=0
+0o0
4. Vn € N* a,, > 0,a9 > 1, donc Vx € [0, 1], Zanz” >0et f(x) > 0.
n=0

f'l@) X 2"

f(z) :nz::on-i—Q
W) g [PRE

/0 f(u) du = 0 7;)124-2 du

+o00 n+1

In(fu))s =3 ——

o (n+1)(n+2)

Yz € [0,1],

car on peut intégrer terme a terme la somme d’une série entiere sur son intervalle ouvert de convergence.

Or f(0) =1 et In(f(0)) =0,

4—2030 anrl
Vo e [0,1], In(f(z)) = 2 =55
= (n —+ 1)(n + 2)
9.
+o0 n+1 o0 pntl X gt
X x w
1 T T -
x o0 1 R +1 1
= u" du — — / u™ du
o 1—u rJo 1-u
= [~Infl —ullg—[~u — (|1 —ul]g
In(1 —
z+(1—=2)In(l —x)
In(f(z)) = N

Vo €]0,1], flz) =e(1 —z)z et £(0) =€ = 1.

+0o0
1
6. 2 €[0,1[, donc 3 ay, (%)n converge et E ;—Z =f () _ ¢
n=0

—+00

an _ €
Z27_2'

n=0
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Exercice 4

1. (a) * Montrons par récurrence que : Yk € N*, M*~1 ¢ F et M* c F.

e M°=1,c Fet M'=M € F. La propriété est vérifiée pour n = 1
e Soit n € N*. On suppose que M*~1 et M* appartiennent & F, donc que Vect(Mk_l, Mk) C F.

Mk+1 — MQ.Mk_l
= (3M — I,,).M"*!
=3M* — M*1 € Vect(M*=1, M*)

MPF et M*+1 appartiennent & F, donc

e par principe de récurrence : | Vk € N, M*¥ € F

x M? est une combinaison linéaire de I,, et de M donc F = Vect(I,,, M).
Si I, et M sont liées, comme I, # (0) :

MER, M=\,

Comme 2M? =3M — I,,, on a :

ON2I, = 3\, — I,
2A2=3\—1

d'ott (2A —1)(A—1) =0et A = 3 ou A = 1. Ceci n'est pas possible car M # I, et M # 31,,.
Ces deux matrices forment une famille libre et donc une base de F'.
dim F' = 2 et une base de F est (I, M).

(b) Soit A,B € F.
dat,a9 E R A =a1l, +asM et Ib1,by € R B = bi1,, + ba M.

AB = (a1I, + aaM) (b1 I, 4+ bo M)
arbi1 I, 4 (aibs + agb)) M + agby M? € Vect(I,,, M, M?)

AB € F, donc | F est stable pour la mutliplication des matrices.

(c) Soit A=M —1I, et B=M —1I,. Aet B sont des éléments de F, soit (A, p1) € R? tel que

A+ uB = (0)
1

21 = ()

A+ )M — <A+‘2‘>In—(o)

)‘(M - In) + :u(M -

. A+pu=0 A=—pu=0 .
I, M) est libre donc , ,dou A=pu=0.
( ) {)\—i—g—o {u——g a

(A, B) est une famille libre de F' de cardinal 2, comme F' est de dimension 2,
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2.

B = (A, B) est une base de F.

BA=AB car M et I,, commutent
3

= (M —I,)(M — 5In)
3 1

=M?>— M+ 1
g T o

= (0)

A? = (M —1,)?

—AB—--A
2
—1
=—A
2
1
B*=(M - -1,
( 2
1
= (M — =1,
( 2
_BA+ 1B
N 2
1
=_B
2

AB=BA=(0), A>=3A, B?=i{B.

(d) Soit T € F: 3, € R, T'=aA+ [B.

T? = (a¢A + BB)? = o?A? + afAB + paBA + % B?
T2 = %(—aA + BB) d’apres la question précédente.

TQ:M@)%(—QA—FBB):—A—#—QB
,a2__
<:>{ 8 !
T =2
= a2:2
5% =4
a=+v2
(:){ﬁzi2

car M = —-A+2B

Les solutions de T2 = M sont v2A + 2B,v/2A — 2B, —/2A + 2B et —/2A — 2B.

(a) (pn) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 : Vn € N, p, 19 = 3pny1 — pn-

L’équation caractéristique associée 222 — 3z + 1 = 0 admet deux racines distinctes :

(222 — 3z +1= (22 — 1)(x — 1)), donc

1
Ja,  €R, VR €N, p, = 04(5)” + p1™.

1 et

1
2
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Comme X (2) =N, ((X =n)) forme un systéme complet d’événements et

=) ocoP(X =n) Z(a2—n+ﬂ)
n=0 n=0
Nécessairement, § = 0 (p,, est le terme général d’une série convergente, (p,) converge vers 0) et

a-tr =1 dota=

1
1 .
1-35 2

vn €N, P(X =n) =p, = g

(b) Z n 12n st et >n(n— )2711,2 correspondent aux dérivées d’une série entiere géométrique évaluée en
(| | < 1), ces séries sont convergentes, des combinaisons linéaires de ces séries sont convergentes,

donc X admet une espérance et une variance

= 1 i 1 1
E(X) an( 222 on—1 :7(1_l)2:1et
n=0 2
= 1 i 1 1 2
E(X(X—1):;]n(n—1)P( = 232 n—12n2:§(1_%)3:2

VIX)=E(X(X -1)+EX)-EX)?=2+1-1=2.
E(X)=1et V(X)=2.

Exercice 5

1. e Si P et Q sont des polynomes a coefficients réels, P/, P”, Q’, Q" le sont aussi et < P,(Q > est un
réel comme de produits de nombres réels.

(P,Q) —< P,Q > est a valeurs dans R.
e La multiplication des réels est commutative donc < , > est symétrique.

e La multiplication des réels est distributive par rapport a ’addition, la dérivée est linéaire, donc
<, > est linéaire par rapport a chacune de ses variables et est bilinéaire.

e Soit P€ E. < P,P>=P(1)2+ P'(1)2+ P"(1)2>0

Si < P,P >= 0, alors P(1) = P'(1) = P"(1) = 0 (une somme de termes positifs est nulle si et
seulement si chacun des termes est nul)

1 est une racine d’ordre au moins 3 de P, qui est de degré inférieur ou égal a 2 :
3Q € RIX], P(X) = (X - 1)’Q(X),

3+ deg(Q) < 2, donc deg(Q) < 0 et Q = 0. Par conséquent, P = 0.
<, > est donc définie positive.

<, > est bien un produit scalaire.

2. Utilisons le procédé d’orthonormalisation sur B = (1, X, X?).
e Posons Ry = 1.
< Ry, Ry >=1+0+0, on choisit | Py =1 |

e On pose Ry = X — aF,.
< Py, Ry >=< Py, X > —a< Py, Py >=< Py, X > —«
< Py,Ri>=0<=a=<F),X > < F, X >>=114+0.14+0.0=1, on choisit R{ =X —1
<Ri,R1 >=02+12+0% dot, | P1=X —1|
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On pose Ry = X% — aPy — BP,.
< Py, Ry >=< P(),AX2 >—a< Py, Py> -0 < Py, P, >=< Po,X2 > —a.l— (.0
< P,Ry>=<P,X?>>—-a<P,Py>—-f<P,P >=< Py, X>>—a.0-31
{<PO,R2>:0 <:>{04:<P0,X2> {a:1.1+0.2+0.2:1

< P,Ry >=0 f=<P,X?>> f=00+12+02=2
On choisit Ry = X2 -2(X - 1) - 1=X2-2X +1= (X - 1)

< Ry, Ry >= 0?4 0? + 22 = 4, on pose sz%(X—l)2 .

12
(1, X —1, (X21) ) est une base orthonormée de E pour le produit scalaire < , >.

3. (Po, P1) est une base orthonormée de R;[X]. Notons p la projection orthogonale sur R;[X]. On a :

4.

d(X?

—4,R[X]) = [|X2—4—-p(X2—4)|| et p(X?—-4)=<X?—-4Py>P+<X?>—4,P > P.

<X?—4,Py>=-314+20+20=-3et < X?—4,P >=-3.0+21+20=2,
dott p(X2 —4) = —3Py+2P; = -3 +2(X — 1) =2X — 5.

d(X? - 4,R[X]) = || X2 —2X + 1|| = ||R2|| = 2. | d(X? —4,Ri[X]) =2

(a)

Soit f:E — R . [ est linéaire et H = ker(f) est bien un sous-espace vectoriel.

P — P(1)
De plus, f est une forme linéaire non nulle (f(1) = 1 # 0), donc Im(f) = R. D’apres le théoréme
du rang (F est de dimension finie 3),

dim(ker(f)) = dim(F) —rg(f) =3 —-1=2.

H est un sous-espace vectoriel de dimension 2.

Soit ¢ la projection orthogonale sur H.

(P1, Py) est une famille de polynémes de H qui forme une famille libre (degrés échelonnnés) de
cardinal 2 : c’est donc une base de H. De plus, 1 € H+ (1 L Py et 1 1 P,).

©(1) = 0,0(P1) = P1 et o(P2) = P.

o(X)=p(PL+1)=P =X —1et o(X?) = (2P, +2P; +1) =2P, + 2P, = X? — 1, d’ou

0 -1 -1
matg(p)=]1 0 1 0
0 O 1
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