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Chapitre 13 : Fonctions de plusieurs variables

1 Introduction ala topologie de R”

Définition 1 : norme et distance euclidienne dans R”

1. Soit u (x1,x2,..., X,) € R™.

On appelle norme euclidienne la norme définie par || u || = \/ X2+ X5+ ...+ X5

2. Soit A(m, ay, ..., ay) et B(by, by, ..., by) € R™ x R",
On appelle distance euclidienne de A a B la distance définie par

d(A, B) = HER’“ - \/(b1 — )2+ (by— @)%+ oot (b — an)?.

.

Remarque

Il existe d’autres normes (et par conséquent d’autres distances associées) dans R”, par
— —

exemple: |||, = [x1] + 12| + ... + x| ou || U ||, = Max{|x1]; 1%z ;... | xnl}

Définition 2 : boule euclidienne dans R”

Soit A€ R" et r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre A et de rayon r l'ensemble B (A,r)
{M (x1, x2, ..., X)) € R"; d(A, M) < 1}

2. On appelle boule fermée de centre A et de rayon r l'ensemble B(A,r)
{M (x1,x2,..., x) € R"; d(A, M) < 1}

.

Remarques

1. Dans R, la boule ouverte de centre A(a) et de rayon r est I'intervalle ouvert
la—r,a+ r[ etlaboule fermée est 'intervalle [a—r, a + r].

2. Dans R?, la boule ouverte de centre A(a;, a,) et de rayon r est le disque de centre A
et de rayon r (disque privé du cercle) et la boule fermée est le disque de centre A et
de rayon r (y compris le cercle).

3. Dans R3, la boule ouverte de centre A (a;, ay, as) et de rayon r estla boule de centre
A etderayon r (boule privée de la sphere) et la boule fermée est la boule de centre A
et de rayon r (y compris la sphere).

4. Avec d’autres normes, les boules peuvent avoir des formes plus surprenantes... des
boules carrées par exemple.
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BZ(A!T)

Z

Bi(A,r)

Définition 3 : partie bornée de R”

Soit 2 c R". On dit que &2 est une partie bornée de R” s’il existe une boule ouverte contenant
P.

Exemple :
Sur la figure ci-dessous, 27, est une partie bornée de R?, 22, ne 'est pas.

Définition 4 : partie ouverte et partie fermée de R” N

!
.
!
|

—{ B s el e e St 2

Soit 2 c R".
On dit que £ est une partie ouverte de R” si 2 = & ou, pour tout point P de &, il existe une
boule ouverte centrée en P et contenue dans 2.

On dit que 22 est une partie fermée de R” si son complémentaire est une partie ouverte de
R,

. J

Exemples
1. Une boule ouverte est une partie ouverte de R”.
2. Une boule fermée est une partie fermée de R".

3. R" et ¥ sont a la fois des parties ouvertes et fermées de R”.
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Définition 5 : point intérieur et point extérieur d'une partie de R”

Soit 22 c R".
On dit que M est un point intérieur a Z2 s'il existe une boule ouverte centrée en M incluse

dans 2.
On dit que M est un point extérieur a £ s'il existe une boule ouverte centrée en M incluse

dans le complémentaire de 22.
On dit que M est un point de la frontiére (ou du bord) de &2 si M n’est ni intérieur ni extérieur

az.

Exemples
1. Si 22 est une partie ouverte de R” alors tout point de &2 est intérieur a 2.

2. Sur la figure ci-dessous, M est intérieur a &2, M, est extérieur a & et M3 est sur la
frontiere de 22.

Définition 6 : adhérence d’une partie de R”

Soit & < R". On appelle adhérence d'une partie de R” le plus petit fermé contenant &.

L'adhérence de & est notée 2.
Un point de & est appelé point adhérent a 22.

.

Exemples
1. Ladhérence de la boule ouverte B(A, r) est la boule fermée B(a, r).

2. P est une partie fermée de R” alors 2 = 2.
3. Quelle que soit la partie 2 de R", ona 2 c & = .

e ———

22 est un ouvert o

Chapitre 13 3 Fonctions de plusieurs variables



TSI3 2020-2021

2 Limites, continuité

On désigne par &2 une partie non vide de R” et on considere une fonction f de 22 dans R.

Exemple

La fonction

CRE — R

C(xy) — 1-x%-y?

f

est définie pour les valeurs de x et y telles que x? + y* < 1. Dans un repére orthonormé,
I’ensemble de définition est le disque fermé de centre O et de rayon 1.

Définition 7 : limite en un point adhérent

On dit qu'une fonction f définie au voisinage de P € 22 admet une limite ¢ quand M tend
vers P si

Ye>0dn>0VMeP |M—-P|l<n = |f(x)-¥|<e.

Remarques
— Sila limite existe, elle est unique.
— Les propriétés des opérations sur les limites des fonctions de R dans R se prolongent
aux fonctions de plusieurs variables.

Exemples 1
Les fonctions suivantes admettent-elles une limite en (0,0) ?
3x%+x
1 fx,y) = 4

) 1
2. f(x,y)=(x+y)sin (m)

2_ .2
3. V) =———
fxy) 21y
lx+yl

4. V==
fxy) 21 y?

Définition 8 : continuité en un point

Soit P € R". La fonction f est continue en P si:

Ve>0, da(e,P), VMeZ: |IM-Pl<sa=|f(M)- f(P)l<e

Remarques
1. Lanotation a(g, P) signifie que le réel a dépend du choix de P et de celui de ¢

2. Le symbole ||.|| désigne la norme euclidienne sur R”.
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Définition 9 : continuité sur une partie

La fonction f est dite continue sur 2 si elle est continue en tout point de £2.

Exemples 2
Etudier la continuité des fonctions suivantes :
RZ — R
= sitx,y) #(0,0)
1. f. (x’y) — \/m ) )
0 sinon
RZ — R
e‘—eY
2. f: Si X #
! x,y) — xX-y y
eY sinon
RZ — R
3 add si(x, y) # (0,0)
Sy — { Ee YT

0 sinon

Définition 10 : fonction bornée sur une partie N

Soit 22 c R".
La fonction f est dite bornée sur & s’il existe un réel K tel que:

VMe®,|f(M)| <K

Propriété 1 : fonction continue sur un fermé-borné

f estune fonction continue sur & a valeurs dans R .

Si K est une partie fermée bornée de R” contenue dans &2, alors f atteint son maximum et
son minimum sur K.

Ainsi:3(A,B)e K2, VM e K f(A) < f(M) < f(B).

Exemples 3
[0;1] x[0;1] — R
1. Soit f: x(1-y)six<sy
(x.y) {y(l—x)siysx
Montrer que la fonction f admet un maximum et un minimum sur [0;1] x [0; 1] et les
déterminer.

2. Soit f la fonction définie sur R? par: f(x, y) = x> —3x(1 + y?).
On désigne par (C) le cercle unité. Etablir que la fonction f admet un minimum et
maximum sur (C). Les déterminer.
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3 Dérivées partielles, fonctions de classe €' et €

Définition 11 : dérivées partielles d’ordre 1 N

Soit f une fonction de R" dans R.
On appelle dérivée partielle de f par rapport a la i°™€ variable au point u = (x1, X2, ..., X) :

ﬁ — f(xlxeJ---) t;---:xn) —f(x1,x2,...,xl',...,x;1)
0x; t—x; t—X;

si cette limite existe.
Sinon, on dit que f n"admet pas de dérivée partielle par rapport a la i“™® variable au point
U= (X1, X2,..., Xn)-

Remarque

Quand il n’y a que 2 ou 3 variables, on note plutot u—

of of 1
ox’ 0 00’ "

Définition 12 : différentielle en un point N

Soit f une fonction définie sur un ouvert A de R", de classe € Lsur A.
On appelle différentielle de f en u = (x1, xp, ..., X»,), 'application linéaire notée d f;, : R” — R

0 0
qui a (dx;,dxy, ..., dxp) associe —f(u)dx1 + —(u)dx, +... + ) (w)dx;.
0x; 0x, Xn
Remarque
0 0 0
Pour alléger les notations, on écrit souvent : df = —fdx1 + —fdxg +..+ ) dx,
0x1 0x> 0xy,
Exemples 4
Calculer la différentielle des fonctions suivantes :

x2 2
L foy=—sd
y X

x2—y2
2. N ==
Fen =gy

Exemples 5

Donner une approximation de la variation de volume d’'un cylindre droit de rayon r = 10
cm et de hauteur & = 50 cm quand r augmente de 1 cm et 2 diminue de 2 cm. (on fera le
calcul exact de la variation et ensuite une approximation a I'aide de la différentielle).
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Définition 13 : gradient

Soit f une fonction de R” dans R définie sur un ouvert & de R” et soit u = (uy, U, ..., U,) € .

of

—(u)

0x
On appelle gradient de f en u, noté Grad, (f) ou v f(u) le vecteur | dx, “

af
0xy,

(u)

.

Exemples 6
Calculer le gradient au point (a, b) ou au point (a, b, ¢) des fonctions définies par :

1. f(x,y)=3x%y+7xy>.

2. f(x,y,2)= ;
N
Exemples 7
1. Déi(?rminer, si pgssible, la fonction f de R? dans R dont le gradient est égal a
y2i+Q2xy-1)7j .
2. DE:[erm_iper,si possible, la fonction f de R?> dans R dont le gradient est égal &
yi—xj.

Définition 14 : point critique

Soit f une fonction de R" dans R définie sur un ouvert 22 de R” et soit u = (uy, Uy, ..., u,) € 2.

u est appelé point critique si v f (u) = 0, soit :
of (u) = of (w=..= (u)=0
ox, ~ 0x» T 0x,

Définition 15 : fonction de classe €

Soit f une fonction de R” dans R définie sur un ouvert 22 de R” et soit u = (uy, uy, ..., u,) € 2.
f est dite de classe €' sur un ouvert 22 de R” si f admet n dérivées partielles continues sur

P,
0
Autrement dit, Vi € {1,2,.., n}, O_f est définie et continue sur 2.
Xi
Exemples 8

1. Les fonctions suivantes sont-elles de classe € sur R??:
2 2
y
. V) = — + —
a. f(x,y) vz
b. f(x,y)=sin(2x—-3y)

x> +3xy

c. f(x,y)=e
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d. f(x,5,2)= sin(x? — y2 +z2).

R?2 — R
2_ 42
2. Soit f: Xy—————si(x,y) #(0,0)
0 sinon
Montrer que f est de classe €.
R? — R
1
3. Soit f: x,y) — xzyZSin; six #0
0 sinon

0
Monter que la fonction f est différentiable en tout point de R?> mais que 3x n’est pas
X

continue en certains points.

- Propriété 2 : développement limité

Soit f une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert 2 de R3.
f admet un développement limité d’ordre 1 en u = (u1, Uz, us) et

of of
0x oy

fu+hu+kus+1)=f(uy,ux,u3)+h—w)+k (u)+lg(u)+0(h,k,l).

- Propriété 3 : dérivée et composition

Soient x, y, z trois fonctions de R dans R de classe 6.
Soit f une fonction de R® dans R de classe €.
Soit F la fonction de R dans R définie par F(f) = f(x(1), y(¥), z(1)).

Alors F est de clasase €1 sur(%% p
etVteR, F'(r) = —fx’(t) + —fy’(t) + a—f
z

!/
r).
0x oy w0

Remarques
1. Nous avons un énoncé analogue si f est une fonction de R” dans R.
2. De méme si les fonctions x, y, z sont définies sur un intervalle I de R et non sur R.
3. En utilisant la notation différentielle, la propriété s’écrit :
dF _ofdr ofdy ofdz
dt o0xdt oydt oOzdt

Exemples 9

1. Soit f une fonction de R? dans R définie par f(x, y) = xcos y oi1 x et y sont deux
fonctions de ¢ définies par x(t) = 2 et y(t) = .

Calculer ﬂ
dr
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2. Soit f une fonction de R3 dans R définie par f(x,y,2) =xcosy+ yln(z2 +1)ouxyet

et z(t) = el.

z sont trois fonctions de ¢ définies par x(f) = 2 +3t, y() = T

Calculer ﬂ
dr

Propriété 4 : dérivées partielles et composition

Soit f une fonction de classe € 1 définie sur un ouvert U de R3 et u, v et w trois fonctions de
classe 6! définie sur un ouvert V de R? telles que :

Y(x,y) eV (ulx,y),vx,y),wx,y)eU.

Alors F de V dans R définie par F(x, y) = f(u(x, y); v(x, y), w(x, y)) est de classe €' et
OF _ofou  ofov of ow
0x Oudx Ovox Ow dox

6F_6f6u+6f6v+6f6w
dy odudy ovdy ow dy

Exemples 10
1. Soit f une fonction de R? dans R classe €' et g de R? dans R définie par :
g(u,v) = f(u? + v?,2uv).
a. Montrer que g est de classe €.

0 0
b. Exprimer d_g et a—g en fonction des dérivées partielles de f.
u v

2. Soit f une fonction de R? dans R classe ¢! et g de R? dans R définie par :
g(r,0) = f(rcos@,rsin®).

a. Montrer que g est de classe €.

0 0
b. Exprimer a—f et a—g en fonction des dérivées partielles de f.

0 0
c. Exprimer a—f et —f en fonction des dérivées partielles de g.
X y

Définition 16 : fonction de classe €2 N

of o0 0
f est dite de classe %2 sur un ouvert 2 de R” si les n fonctions —f, —f,..., f
0x; 0xo 0xy,

sont de

classe €' sur &
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Remarque

of

0 X .
La fonction — (6_) estla j¢™¢ dérivée partielle de la i®"*° dérivée partielle et se note
xj \0x;
] l
0’ f

0x jax,- '
Iy a donc n? dérivées partielles secondes.

Propriété 5 : théoreme de Schwarz

0°f  0°f

axiaxj B ijaxi '

Si f est de classe %2 sur un ouvert ;P de R", alors Vi,je{l,2,.,n}

Exemples 11
1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes :
a. f(x,y)=x*(x+y)

b. f(x,y) =cos(xy)

RE — R
3

2 Soitf: . { xszyyzsi(x, y) #(0,0

0 sinon

a. Montrer que f est de classe €' sur R?

0° 0°
! (0,0) et !
0x0y 0y0x

Que peut-on en déduire?

b. Montrer que (0,0) existent et different.

4 Applications

4.1 Extremum d’une fonction de deux variables

- Propriété 6 : point critique et extremum

Soit f une fonction définie sur un ouvert 2 de R? dans R, de classe € sur 2.

0 0
Si f admet un extremum local en u € 22, alors v f (1) =0, c’est-a-dire a—f(u) = a—f(u) =0.
X y
Remarques
.. Of of .. ) . .
1. La condition 6_ (u) = 0_ () = 0 est une condition nécessaire mais non suffisante
X y
pour que f admette en © un extremum local.
of of . .
2. Quand Fr () = @(u) = 0, on peut avoir les cas suivants :

Chapitre 13 10 Fonctions de plusieurs variables
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Exemples 12
Déterminer les extrema locaux éventuels des fonctions suivantes définies sur R? dans R :

1. f(x,y)=2x*-2xy+2y*+2x—-7y+7
2. f(x,y)=xyIn(1+x).
3. fl, ) =x2+x2y+y°.

4.2 Equations aux dérivées partielles

Définition 17 : équation aux dérivées partielles

Soit f une fonction f définie sur un ouvert 2 de R? admettant des dérivées partielles d’ordre
1 ou d’ordre 2 suivant le cas en tout point de £2.

Une équation aux dérivées partielles d’ordre 1 est une équation mettant en jeu une telle
fonction et au-moins une des dérivées partielles.

Une équation aux dérivées partielles d’ordre 2 est une équation mettant en jeu une telle
fonction et au-moins une des dérivées partielles d’ordre 2 (et éventuellement ses dérivées
partielles d’ordre 1).

Chapitre 13 11 Fonctions de plusieurs variables
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Remarques
— Les équations différentielles aux dérivées partielles interviennent dans de nombreux
domaines des sciences (équations de propagation des ondes, équations de la
diffusion thermique, équations de transport, ...)
— Il n’ y a pas de démarche particuliére a connaitre pour résoudre de telles équations,
les changement de variables (polaires, affines) éventuels seront indiqués.

Exemples 13
1. Résoudre sur R? I'équation aux dérivées partielles
0 f
—(x,y)=0
0x? %)

2. Résoudre sur R? I'équation aux dérivées partielles

af _,0f ~
ax(x,y) Say(x,y)—O

en utilisant le changement de variables u =2x+ y,v=3x+y.

3. Résoudre sur R? I'équation aux dérivées partielles

of of _
x (x, )+ 3y (x,y) = f(x,)
en utilisant le changement de variables u = x+ y, v =x—-y.

4. Résoudre sur R™* x R 1’équation aux dérivées partielles

of of B
xax(x,y)+yay(x,y) =0

en utilisant les coordonnées polaires.

5. Résoudre sur R? I'équation aux dérivées partielles

sz 62f
@(x,y) - a—yz(X,J/) =0

Chapitre 13 12 Fonctions de plusieurs variables
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4.3 Applications a la géométrie

Définition 18 : lignes de niveau N

Soit f une fonction de classe €' sur R?.
On appelle ligne de niveau ce f correspondant a la valeur k 'ensemble des points M(x, )
tels que f(x,y) = k.

- Propriété 7 : ligne de niveau \

Soit f une fonction de classe C! sur R?.
Si une ligne de niveau n’est pas vide, elle représente une courbe plane dans 'espace.
L'ensemble des points de coordonnées (x, y, f(x, y)) est la surface dont une équation est z =

fx, ).

(x,v,0)

. J

Remarque
La ligne de niveau est la projection sur le plan (O, x, y) de I'intersection de la sur=face
représentative de f avec le plan d’équation z = k.

Chapitre 13 13 Fonctions de plusieurs variables
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Exemples 14
Dans chaque cas, déterminer les lignes de niveau des fonctions suivantes. Esquisser ensuite
leurs graphes

1. f(x,y)=x+2y—4
2. f(x,y):ey‘x2
3. f(x,y)=2y+cos’x.

Définition 19 : point régulier d’'une courbe \

Soit 6 la courbe d’équation f(x, y) = A.

. NI . ) af of
Un point My(xp, o) est dit régulier si les dérivées partielles a(xo, Yo) et a(xo, ¥o0) ne sont

pas toutes les deux nulles.
Autrement dit : My régulier < Gradfy, # 0.

Propriété 8 : paramétrage

Au voisinage d'un point régulier, il existe un paramétrage de la courbe 6, de classe €' tel
que x = x(&) et y = y(1).

Propriété 9 : point régulier et normale

En un point régulier My d’une ligne de niveau d’équation f(x, y) = A, le vecteur Grad f), est
un vecteur directeur de la normale.

Exemples 15

1. Soitla courbe d’équation x¥ = y*.
Déterminer I’équation cartésienne de la tangente au point (2,4).

2. Soit € la courbe d’équation x3 + y°® = 3xy.
Déterminer I’équation cartésienne de la tangente au point (xy, yp).

Définition 20 : surface N

Soit f: 22 cR? — R une fonction définie sur un ouvert 2 de R°.
On appelle surface d’équation cartésienne f(x,y, z) = 0 '’ensemble des points M(x, y, z) de
R3 tels que f(x,y,z) = 0.
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Exemples
— La sphere unité de R® est définie par I'équation cartésienne x> + y?> +z> —1=0
Uellinsoid L vz
— Lellipsoide a pour équation —; + 55 + — =1
. NN S G
— Le cone a pour équation — + > — — =0
a’ b* c?

Définition 21 : point régulier et surface

Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert 2 de R et soit T la surface d’équation
fx,y,2)=0. _
Un point My (xo, Yo, 20) de X est dit régulier si v f (xo, o, 20) # 0.

Définition 22 : plan tangent et normale a une surface

Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert 2 de R3, X la surface d’équation f(x,y,z) =0
et My (xo, Yo, z0) un point régulier de .

1. Le plan tangent a £ au point M, est le plan passant par M, et normal au vecteur
V£ (%0, ¥0,20) # 0.

2. La normale a X au point M, est la droite passant par M et dirigée par le vecteur
f (%0, 70.20) # 0.

Chapitre 13 15 Fonctions de plusieurs variables
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Exemples 16
1. Déterminer les plans tangents a la surface X d’équation cartésienne x> + y> +2z2 =1
z
et orthogonal a la droite D d’équation x = % =-3

2. Déterminer les points de la surface = d’équation cartésienne x> — y*> +z? =1 en
lesquels le plan tangent est parallele au plan d’équation 2x+ y —z=0.

3. Déterminer les équations des plans tangents a la surface X d’équation cartésienne
= 2
= 3z-3°

. )2 . X
xy = z° contenant la droite D d’équations {

4. Soit f la fonction définie sur R? par f(x, y) = x2e"*" *¥") et soit X la surface
d’équation cartésienne z = f(x, y).
Déterminer une équation cartésienne du plan tangent a X au point A (1, 1, e_z).

Exemple 17
Soit . la surface d’équation x* — x3 + xy — y* -z =0.

1. Déterminer les plans tangents paralleles au plan (O, 7, 7)

2. Ftudier localement la position relative de la surface .# et de son plan tangent en
chacun des points ainsi obtenus.
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