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Chapitre 13 : Fonctions de plusieurs variables

Exemples 1
Les fonctions suivantes admettent-elles une limite en (0,0) ?
3x2+x
1. f(x,y)= Y

. 1
2. fx,)=(x+y) sm(szyz)

K22
3. flx,y)= >
ACRY 21y
lx+yl

4. V===
fxy) 1 y?

Correction des exemples 1
3x%+x y
L f,y)=——=
X%+ y?
Le "degré" du numérateur étant strictement supérieur a celui du dénominateur, on
passe en coordonnées polaires :
x = rcosf
En posant .
y = rsinf

r?(3cos?6 + cosOsinb)

r>00eR

Ona f(x,y) =

=r(3cos?0 + cosOsinb).

"

fly) =limr (3cos®6 + cosOsin@) = 0 puisque 3 cos? O + cosfsin6 est
r—

lim
(x,9)—(0,0)
bornée sur R.

Ainsi, f admet une limite en (0,0) égale a 0.

lim |x -+ y| =0.

| ( 1 )
sin
K%+ y?
(x,5)—(0,0)

Ainsi, f admet une limite en (0,0) égale a 0.

2. Y(x,y) € R2\{(0,0},ona

<1donc |f(x,y)| < |x+y| avec

3. Le "degré" du numérateur étant égal a celui du dénominateur, on cherche deux
chemins différents avec deux limites différentes.
— Pour x=y,ona f(x,y) =0etdoncsilalimite de f en (0,0) existe, elle est égale a 0.

3
— Pourx=2y,ona f(x,y) = 5—y2 et donc si la limite de f en (0,0) existe, elle est
y

4oral 3
égale a —.
& 5

Ainsi, par unicité de la limite, f n’admet pas de limite en (0,0).

4. Le "degré" du numérateur étant stictement inférieur a celui du dénominateur, on

cherche un chemin avec une limite non finie.

Pour y=0etx>0,ona f(x,y) =—et lim — = +o0.
X x—0t X

Ainsi, f n’admet pas de limite finie en (0,0).
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Exemples 2
Etudier la continuité des fonctions suivantes :
RZ — R
= sitx,y) #(0,0)
1. f . (x’ y) - \/-XZTJ/Z ) )
0 sinon
RZ — R
e —e
2. f: six
f ) — =y #y
eY sinon
RZ — R
2 sitx,y) #(0,0)
STy @ YT

0 sinon

Correction des exemples 2
1. Pour (x,y) # (0,0), la fonction f est continue en (x, y) d’apres les théoréemes usuels.
On étudie la continuité en (0,0) :
En passant en coordonnées polaires (cf exemple 1), ona: f(x,y) = rcosf0sinf donc
avec un raisonnement analogue a celui de 'exemple 1, ( l)in%0 0 f(x,y)=0=f(0,0)
x,y)—(0,

et donc f est continue en (0,0).
Ainsi, f est continue sur R?.

2. Pour (x, y) tel que x # y, la fonction f est continue en (x, y) d’apres les théorémes

usuels.
On étudie la continuité en (x, y) avec x = .
e’ —eY
Ona Ilim f(x,y)=1lm : on reconnait la définition du nombre dérivé de
(x,y)=(x,x) =y xXx=Yy
la fonction exp en y : on a donc ( I)IH% ) f(x,y) =¢Y = f(y,y) etdonc f est continue
x,y)—(x,x
en (y,y).

Ainsi, f est continue sur R2.

3. Pour (x, y) # (0,0), la fonction f est continue en (x, y) d’apres les théorémes usuels.
On étudie la continuité en (0,0) :

E t Foop=— =1y hemi lim  # f(0,0
nposantx =y,ona X, = —— = — daonc avec ce cnemin, on a 1m ,
p y Y 2x2 2 (x,3)—(0,0)

et donc f n’est pas continue en (0,0).
Ainsi, f est continue sur R?\{(0,0)}.
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Exemples 3
0;1] x [0;1] — R
x(1-y)six<sy
{ yd-x)siy<x
Montrer que la fonction f admet un maximum et un minimum sur [0; 1] x [0; 1] et les
déterminer.

1. Soit f: x,9)

2. Soit f la fonction définie sur R? par : f(x, y) = x> —3x(1 + y?).
On désigne par (C) le cercle unité. Etablir que la fonction f admet un minimum et
maximum sur (C). Les déterminer.

Correction des exemples 3

1. Pour x < y et x > y, la fonction f est continue en (x, y) d’aprées les théoremes usuels.
On étudie la continuité en (x, y) avec x = .
La fonction f est continue a gauche en (x, x) d’apres les théorémes usuels. De plus,
ona ylirgcl+ flx,y) = J/ll»r?+ y(1—x)=x(1-x) = f(x,x). Donc la fonction f est également

continue a droite en (x, x).

Ainsi, la fonction f est continue sur le fermé-borné [0, 112, elle est donc bornée et
atteint ses bornes.

Fixons yj € [0,1]. Pour x < yp, ona f (x, o) = x (1 — yo) qui est une fonction
croissante. Pour x > yp,ona f (x, yo) = ¥o (1 — x) qui est une fonction décroissante.
Ainsi, pour y, fixé, la fonction qui a x associe f(x, yo) admet un maximum égal 2

f (0, ¥0) = y0 - yg, atteint pour x = )y et un minimum égal a 0, atteint pour x =0 et
x=1.

On montre facilement que la fonction qui a yy associe yy — yg admet un minimum

1 1
égal a 0 atteint pour yp =0 et yp = 1, et un maximum égal a 1 atteint pour yp = 7
Finalement, la fonction f admet un minimum égal a 0 atteint en tout point du bord

decarré (x=0oux=10ouy=0o0uy=1), etun maximum égal a Z atteint pour
o1

X=y= 5

2. Lafonction f est clairement continue (d’apres les théoremes usuels) sur le cercle
unité qui est un fermé-borné donc f est bornée et atteint ses bornes sur ce cercle.
Y(x,y) € (C),ona x?+ y*>=1donc y* =1 - x? et donc
fo,y) =x*-3x(2-x*) =4x*-6x=h(x)
Cette fonction est dérivable sur [-1,1] et sa dérivée est égale a 12x%—6.

\/EU\/E \/_\/_

Cette dérivée est positive sur | -1, —— P 1| et négative sur | ———, —
tableau de variations de & montre que cette fonction atteint son maximum pour

2 2

2 V2
x= —%, égal 2 21/2, et son minimum pour x = - égala —2v/2.

Finalement, f atteint un maximum égal 4 2v/2, atteint pour (x, y) =

)
——=, et
2

2
5 5 2 V2
(x, V) = (_é,—§),et un minimum égal a —2v/2, atteint pour (x, y) = (% %) et
(x,y) = Ve ve
,y 2 ’ 2
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Exemples 4

Calculer la différentielle des fonctions suivantes :

x2 y2
1. Y) = —+ —
flx, ) v

x2—y2
2. V)= ———
Fen =gy

Correction des exemples 4

1. On calcule les dérivées partielles de f par rapporta x et y eton a
2 2 2 2
df = (_x_y_)dﬁ(_y_x_)dy.
X

y x* y?
N 4xy2 4x2y
2. Deméme,onadf =|——|dx—|———=|dy.
(x*+72) (x*+7)

Exemples 5

Donner une approximation de la variation de volume d’un cylindre droit de rayon r = 10
cm et de hauteur i = 50 cm quand r augmente de 1 cm et & diminue de 2 cm. (on fera le
calcul exact de la variation et ensuite une approximation a I'aide de la différentielle).

Correction de I'exemple 5

Pour un cylindre droit, ona V(r, h) = wréh.

Cette fonction est clairement différentiable, etonadV =n (Zrhdr + rzdh). Ainsi, avec
r=10, h=50,dr =1etdh=-2, on trouve dv =7 (2 x 10 x 50 x 1 + 10* x (—2)) soit

dV =800r.

Ainsi, une valeur approchée de 'augmentation du volume est de 8007 cm?3.
La valeur exacte de I’augmentation de ce volume est égale a

7 x 112 x 48 — 7t x 10% x 50 = 8087 cm?.

Exemples 6
Calculer le gradient au point (a, b) ou au point (a, b, ¢) des fonctions définies par :

1. f(x,y)=3x2y+7xy>.

1
VZr i+ 22

2. f(x,y,2)=

Correction des exemples 6
On calcule les différentes dérivées partielles de f etona:

) _ [ 6ab+7b?
- VIu=\342 4 14ap

2. vfu= bl.
(a2+b2+62)3/2 c

Chapitre 13 4 Fonctions de plusieurs variables
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Exemples 7
1. Déifzrminer, si pgssible, la fonction f de R? dans R dont le gradient est égal a
y2i+Qxy-17j .
2. DE’:[erm_iper,si possible, la fonction f de R? dans R dont le gradient est égal a
yi-—-xj.

Correction des exemples 7

of
=Y

1. D’aprés’énoncé, on doit avoir f
— = 2xy-1
dy

(x,y) = xy*+h(y)
— { Jeoy y2 Y ol 4 et k sont des fonctions de classe C!.
fx,y) = xy*—y+kx)

On a donc h(y) = —y et la fonction k ne peut pas dépendre de x donc c’est une
fonction constante.
Ainsi, f(x,y) = xy? - y+k(k €R).

of
) ax 7 {f(x,w = xy+h(y)
2. De méme, of — .
3y " X fx,y) = —xy+k)

Donc il n’existe pas de fonction dont le gradient satisfait aux conditions proposées.

Exemples 8

1. Les fonctions suivantes sont-elles de classe €' sur R??:

2 P
a. f(x,y)_7+7

b. f(x,y) =sin(2x—-3y)

c. f(x,y) = ex2+3xy
d. f(x,y,2) =sin(x? - y* + z%).
RZ — R
P
2. Soit f: xy————=si(x,y) #(0,0)
0 sinon
Montrer que f est de classe €.
RZ — R
1
3. Soit f: xy) — x2 2 sin; six #0
0 sinon

0
Monter que la fonction f est différentiable en tout point de R?> mais que 3 n’est pas
X

continue en certains points.

Chapitre 13 5 Fonctions de plusieurs variables
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Correction des exemples 8
1. a. Lafonction f n’est pas définie en (0,0) donc elle n’est pas de classe C! sur R?.
b. La fonction f est définie sur R?, et continue sur R? d’apres les théorémes usuels.
V(x,y) €eR? ona % =2cos(2x—3y) et % = -3 cos(2x—3y). Les dérivées

partielles de f par rapport a x et y existent en tout point, et sont continues
d’apres les théoremes usuels.
Donc f est de classe C! sur R?.

c. Le raisonnement est analogue : la fonction f est définie et continue sur R?, ses

0 0
dérivées partielles a—f = (2x+3y)e” 3 et a—f = 3xe* 3%V existent et sont
x x
continues en tout point de R?.
Donc f est de classe C! sur R?.
A ; of _ 22, 2 Of _ 2_ 2. 2
d. Méme raisonnement avec 6_ =2xcos(x” -y~ +z°), 6_ =-2ycos(x*—y°+z°) et
X y

0
a—]zc =2zcos(x* — y* + 2°)

2. Continuité :
Pour (x,y) # (0,0), f est continue en (x, y) d’apres les théoremes usuels.
Pour la continuité en (0,0), on passe en coordonnées polaires et on a
flx,y) = r3 (0053 fsinf — cos O sin3 0) qui tend vers 0 lorsque r tend vers 0=£(0,0).
(Pour les détails du raisonnement, voir I’exemple 1).
Donc f est également continue en (0,0), donc sur R?,

Existence des dérivées partielles :
of 2x'y+3x*y3—-y> of x°-3x3y*-2xyt
Pour(x,y);é(0,0),ona—f: Y yg/zy et—f: 4 3/2y etles
0x (x2+y2) oy (x2 +y2)
dérivées partielles existent.

h,0)— f(0,0 ) . .
On étudie }lirr(l) f(h,0) . 0.0 = 0 puisque f(h,0) = f(0,0) = 0. Ainsi, la dérivée

partielle de f par rapport a x existe en (0,0) et est égale a 0.

0,h) - f(0,0 ) .
De méme, on étudie }lirr(l) it )h 0.0 = 0 puisque f(0, h) = f(0,0) = 0. Ainsi, la

dérivée partielle de f par rapport a y existe en (0,0) et est égale a 0.

Continuité des dérivées partielles :

Pour (x, y) # (0,0), les dérivées partielles calculées précédemment sont clairement
continues.

En (0,0), on passe en coordonnées polaires et on a

e r%(2cos*0sin6 + 3 cos? Osin® 6 — sin® 0) dont la limite est égale a 0 quand r
of of

0
tend vers 0. Onadonc bien lim —(x,y)=—-—(0,0): —f est continue également
(x,)—(0,0) 0x 0x 0x

en (0,0) donc sur R?.

0
On montre de fagon strictement analogue que O_f est continue également en (0,0)
y

donc sur R?.
Finalement, f est bien de classe C! sur R?.
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3. Continuité :
Pour x # 0, 1a fonction f est continue en (x, y) d’aprés les théoremes usuels.

Yx#0,|f(x,y)| = x*y* donc ( l)in%0 ) f(x,y) =0= f(0,0) : f est également continue
xX,y)—,

en (0, y), donc sur R?.

Existence des dérivées partielles : Pour x # 0, on a

af(x ) =2x 2s'n(l) 2cos(l)etaf(x ) =2x? s'n(l)
—(x,y) = in[—|- —let—(x,y) = in{—|.
0x Y Y x) 7 x dy Y Y X
Donc les dérivées partielles existent pour x # 0.

Pour les dérivées partielles en (0, y), on étudie :

=0etlim =0.
h—0 h h—0 h
Ainsi, les dérivées partielles de f par rapport a x et par rapport a y existent et

o 0.00= % 0.0 =
5, 00 =500=0

Donc les dérivées partielles existent sur R?, et f est différentiable sur R?.
0
Montrons que Ir n'est pas continue en (0, yo) avec yo # 0 : Tout d’abord on a
X
. 5 . (1
lim 2xy°sin|—|=0.
(x,)—(0,¥0) X
On considere les suites (ay) ,en €t (by) ey définies respectivement sur N* par
ap,=——etb,=a,=——.
"Tonn " T @n+Dm

Il estimmédiat que ces deux suites convergent vers 0 et, pour tout n € N, on a

1 1
¥5 cos (—) = y; et y;5 cos (—) = —y3 : donc == n'est pas continue en (0, yp).
an bn 0x

Exemples 9

1. Soit f une fonction de R? dans R définie par f(x, y) = xcosy oi1 x et y sont deux
fonctions de ¢ définies par x(t) = 2 et y(t) = .

df

Calculer —.
alculer

2. Soit f une fonction de R dans R définie par f(x, y,z) = xcos y + yIn(z> + 1) oi1 x, y et

z sont trois fonctions de ¢ définies par x(¢) = > + 3¢, y(t) = et z(1) = e’.

2+1

d
Calculer —f

Correction des exemples 9

ﬂ—g 2 43 ) (42 43
1. Onadt—ax(t,t)x o y(t,t)x

2tcos (%) - r*sin (%)

% =2tcos(r®) — t*sin (%) x 312 =

2. De méme:

1 ) dx af(2 1 t) dy af(2 1 )\ dz

—, —+—|t*+3t,5—, — 4+ —|*+3t,—5—, —

1e)xdt ay 2+1°) " dar oz 2+1°) " dr
2t 1

— (¢ i In(e*+1
(¢ +3t)s1n( +In(e? +1) X(t2+1)2+’f2+1x

1
)x(2t+3)+
+1

2+1
2el

t
— X
e’l+1

e

Chapitre 13 7 Fonctions de plusieurs variables
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Exemples 10
1. Soit f une fonction de R? dans R classe €' et g de R?> dans R définie par :

g(u,v) = f(u? + v%,2uv).
a. Montrer que g est de classe €.

0 0
b. Exprimer £ et a—ﬁ en fonction des dérivées partielles de f.

2. Soit f une fonction de R? dans R classe ¢! et g de R? dans R définie par :
g(r,0) = f(rcosf,rsin0).
a. Montrer que g est de classe €.

0 0
b. Exprimer 28 et 28 en fonction des dérivées partielles de f.

or 06
. of df : o .
c. Exprimer 3r et 3y en fonction des dérivées partielles de g.
X y

Correction des exemples 10
1. Soit f une fonction de R? dans R classe €' et g de R? dans R définie par :

g(u,v) = f(u? +v%,2uv).

a. Lafonction f est de classe C' sur R? et les fonctions x: (u, v) — u? + v? et
y : (1, v) — 2uv sont clairement de classe C! sur R. Donc, par composition, g est

de classe C! sur R?.

g, _9f ox of . 9y _, of of
b. au(u,v)— (u, v) x +6y( V) X au—Zuax(u,v)+2v6y(u,v).

of of

0g
De méme, a(u, V)= ZUa(u, V) + +2u6—(u, V)

2. Soit f une fonction de R? dans R classe 6! et g de R? dans R définie par :

g(r,0) = f(rcos@,rsinf).

a. On montre comme dans la question précédente que g est de classe €' sur R?.

b. De facon analogue a la question précédente :

g—f(r,e) af( ,0) x ox af( G)X—r—cosﬂ—f(r9)+sm6—§(r9)
z—g(r,@) g( ,0) x Og g—f( ,0) x 06——rsin@%(r,e)+rc089%(r,9).
c. Onrésout le systeme :
cosﬁg(r,6)+sin9g(r,6) = a—g(r,B)
0x oy or

0 0 0
—rsinBa—];(r,H) + rcosB%(r,G) = %(r,e)

En multipliant la premiere équation par r sin6 et la seconde par cosf, on trouve :

rg(x, y) = rsinHa—g(r,O) +Cost96—g(r,9) soit, pour r #0:
oy or 00

of . 0g cosf og
—(x,y) =sinf0—=(r,0) + 0
ay(x y) =sin ar(r )+ 00( )
De méme, on trouve pourr #0:

g(x,y) = cosQ—(r,Q) _ga_g( ,0)

Chapitre 13 8 Fonctions de plusieurs variables
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Exemples 11
1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes :
a. f(x,y)=x*(x+y)
b. f(x,y) =cos(xy)
RZ — R
2. Soit f: ) — { xszyyZ si(x,y) #(0,0)

0 sinon

a. Montrer que f est de classe €' sur R?

52 52
b. Montrer que s of
0x0y 0yo0x

(0,0) et (0,0) existent et different.

Que peut-on en dedulre?

Correction des exemples 11

1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes :

0 0
a. %(x, y)=3x*+2xyet a—};(x,y) =

52
—f( xX,y) = 9 (af)(x y) = 9 (3x +2xy) =6x+2y

Pf o (of 9
dyox T o6y = —y(a)(x,y) 3y (3x%+2xy) =
02f 6 6f 0,
62 6 0
y y

6f o g o
b. ax(x,y)— ysin(xy) et ay(x,y)— xsin(xy).

0? 0 (0 0
—f( X,y)=— ( f)(x y) = [ ysin(xy)) = —y*cos(xy)

2f( )—i(g)(x )—i(— sin(xy)) = —xycos(xy) — sin(xy)
dy0x XY ay \ox Y —ay Yy y))=—-xy y y

’f (x,y)=— 0 (af)(x )—i(—xsin(x )) = —xycos(xy) —sin(xy)
5xay Y 5y V= 52 y) = —xycos(xy y

0? 0 0
—f( x,y) = y( f)( x,y) = y( xsin(xy)) = —x*cos(xy)

Chapitre 13 9 Fonctions de plusieurs variables



TSI3 2020-2021

2. a. Continuité :
Pour (x,y) # (0,0), f est continue en (x, y) d’apres les théorémes usuels.
Pour la continuité en (0,0), on passe en coordonnées polaires et on a
f(x,y) = r?(cosBsin®0) qui tend vers 0 lorsque r tend vers 0=f(0,0). (Pour les
détails du raisonnement, voir I'exemple 1).
Donc f est également continue en (0,0), donc sur R2.

Existence des dérivées par tlelles
— e —

et les dérivées
ox (x2+y) oy (w42

Pour (x, y) # (0,0), on a

partielles existent.

hrO - 0,0 . . . .
K )h 109 _ 0 puisque f(h,0) = f(0,0) = 0. Ainsi, la dérivée

partielle de f par rapport a x existe en (0,0) et est égale a 0.
A o v f(O,R)—f(0,0) . o
De méme, on étudie lim = 0 puisque f(0, h) = £(0,0) = 0. Ainsi, la

h—0 h
dérivée partielle de f par rapport a y existe en (0,0) et est égale a 0.

On étudie lim
h—0

Continuité des dérivées partielles :

Pour (x, y) # (0,0), les dérivées partielles calculées précédemment sont
clairement continues.

En (0,0), on passe en coordonnées polaires et on a Z_ﬁ = r(sin®0 — sin® 0 cos?0)
dont la limite est égale a 0 quand r tend vers 0. On a donc bien

0
lim —f( X,y) = —f(O 0): —f est continue également en (0,0) donc sur R2.
(x,)—(0,0) 0x 0x

0
On montre de facon strictement analogue que O_f est continue également en
y

(0,0) donc sur R2.
Finalement, f est bien de classe C! sur R?.

. o°f
b. Existence de (0,0) :
0x0y
0 0
. Oy oy . of af
On étudie lim =0 puisque —(/,0) = — (0 0) =
h—0 h 0y
i
Ainsi, m (0,0) existe est égal a 0.
o f
Existence de ——(0,0) :
dyox
0 0
f(O h) - f(h 0) W5/ hA
. . 1.0 .
On étudie lim = lim =1.
h—0 h h—0 h
Ainsi, 62f ——(0,0) existe est égal a 1.
dyox 8

. 0*f 0°f . e

On a donc le résultat attendu : (0,0) et (0,0) existent et different.
0x0y 0y0x

D’apres la contraposée du théoréeme de Schwarz, la fonction f n’est donc pas de
classe C? sur R?.

Chapitre 13 10 Fonctions de plusieurs variables
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Exemples 12
Déterminer les extrema locaux éventuels des fonctions suivantes définies sur R*> dans R :

1. f(x,y) =2x>=2xy+2y>+2x-7y+7
2. f(x,y)=xyln(1+x).
3. fl, ) =x2+x2y+y°.

Exemples 12
Déterminer les extrema locaux éventuels des fonctions suivantes définies sur R? dans R :

1. Onrésout le systeme

of
— () =
0x dx-2y+2 = 0 __ [x = 1/2
af( ) = 4y-2x-7 = 0 y = 2
dy Hy=
Ainsi, si f admet un extremum alors c’est pour (x, y) = (1/2,2).
Soit

1
(h, k) eR?: f(1/2+h,2+k) = E+2(hz+hk+ k?) = f(1/2,2) +2[(h+ k/2)* +3k? /4]
On en déduit que: V(h, k) € IRz,f(l/2+ h,2+ k)= f(1/2,2) donc f(1/2,2) estun
minimum (global) de f.

2. f estdéfinie sur 2 =] -1, +oo[xR.
On résout le systeme

of

—xy) = 0

O0x y yln(x+1)+ﬂ = {x =0
— x+1 =

of _ xIn(x+1) =0 y =5

—xy) = 0

oy

Ainsi, si f admet un extremum alors c’est en des points ou x = 0.

On se place donc en (0, yp) : on remarque que pour tout x au voisinage de 0, on a
xIn(1 + x) = 0 (produit de deux réels de méme signe au voisinage de 0).

Doncsi yp >0, on a f(x, y) > 0 au voisinage de (0, yp) et donc f(0, yp) est un
minimum local.

De méme, si yp <0, ona f(x,y) <0 au voisinage de (0, yo) donc (0, yp) est un

maximum local.
Si yp =0 alors f(x, y) change de signe au voisinage de (0,0) et donc (0,0) est un point
selle.
) =
3. Onrésout le systeme 0x — { 2x£1 ) =0 S { x =0
g ) 3y =0 y = 0
ay Y

Ainsi, si f admet un extremum alors c’est en (0,0).

Montrons que sur tout cercle de centre (0,0) et de rayon r >0, f(x, y) change de
signe, ce qui est suffisant pour montrer que f(x, y) change de signe sur tout
voisinage de (0,0).

Sur ce cercle, on a x* + y* = r? donc f(x,y) = x* + y (x* + y?) = x* + yr2.

— Siy>0etx#1alors f(x,y) >0.

— Supposons y < 0. alors pour tout couple (x, y) vérifiant

2y = r?
simultanément : x% ,ona f(x,y)<0.
y < T2
Ainsi, f change de signe sur tout voisinage de (0,0) donc c’est un point selle.

Remarque :
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Lexistence d'un couple satisfaisant aux conditions précédentes peut se prouver
2
. 1 e 2 . X 14
algébriquement en étudiant 'inéquation —v'1 — x2 < ——, ou plus élégamment en
r
utilisant la représentation graphique suivante, sur laquelle on peut choisir un couple
de la partie rouge du cercle :

2 +yi=p2

4

) = 2fpd
y=-xr

Exemples 13

1. Résoudre sur R? I'équation aux dérivées partielles

aZf
@(x,yho

2. Résoudre sur R? 'équation aux dérivées partielles

of af B
ix (x,¥) 36y (x,y)=0

en utilisant le changement de variables u =2x+ y,v=3x+y.

3. Résoudre sur R? I'équation aux dérivées partielles

of of _
x (x, ) + 3y (x, ) =f(xy)
en utilisant le changement de variables u = x+y, v =x—-y.

4. Résoudre sur R™* x R 1’équation aux dérivées partielles

of of _
xax(x,y)+yay(x,y) =0

en utilisant les coordonnées polaires.

5. Résoudre sur R? I'équation aux dérivées partielles

02f dzf
W(JC,J/) - a—yz(X,J/) =0

Chapitre 13 12 Fonctions de plusieurs variables
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Correction des exemples 13

52
I #C(x,y) 0<3JheC? (IR,IR);%(XJ’) =h(y) = 3IkeCCRR); f(x,y) =
h(y) + xk(y).

Lensemble des solutions est donc 'ensemble des fonctions f définies sur R? par
f(x,y) = h(y)x + k(y) o1 h et k sont des fonctions de classe C? sur R.

2. Comme le suggere I'énoncé, on pose f(x,y) = g(u,v) avec u =2x+y,v=3x+y.Par
composition, g est de classe C 1 (comme f) sur R?, et en utilisant les formules de
dérivation partielle des fonctions composées, on a :

of _ ag ou dg ov of _ 26_g+36_g
0x Gu 6x 01/ ax . 0x ou Ov
of _ 0g ou dg ov SOy o ag o
@ T ou Gy ov 6y @ B E-'_%

0 0 0
On adonc —f(x,y)—S—f(x,y) =0 ——g(u, v)=0<=3JheC! R); g(u, v) = h(v).
0x oy ou

Lensemble des solutions est donc I'ensemble des fonctions f définies sur R? par
f(x,¥) = h(3x + y) ol h est une fonction de classe C! sur R.
3. De facon analogue a la question précédente, on obtient facilement I’équation
0g . 0g 1
2— ’ = ’ = ’ » t— ’ == ) .
o1 (u,v) = f(x,y) = g(u,v), soi 34 (u,v) 2g(u V)

On reconnait I'équation caractéristique de la fonction exponentielle!

Lensemble des solutions est donc 'ensemble des fonctions f définies sur R? par
x+y

f(x,y) =h(x—y)e 2 ou hestunefonction de classe C! sur R.
4. En utilisant le résultat de I'exemple 10.2.c., on a, pour x >0doncr #0:

xa—f(x y)+y(;—f(x y)—r(;g =0<3heC'®R); f(x,y) = h®)

Comme x #0,0onatanf = % et donc on peut prendre 6 = Arctan %
Lensemble des solutions est donc I'ensemble des fonctions f définies sur R? par
fx,yy=nh (Arctan X) ol1 h est une fonction de classe C! sur R.

x

+ p—
5. On utilise le changement de variable affine x = “ 5 U, y= “ 5 v et f(x,y)=g,v).

Par composition, g est de classe C? (comme f) sur R?, et en utilisant les formules de
dérivation partielle des fonctions composées, on a:

of 6g ou Og ov of _ 16g+16_g
0x Ou 6x 61/ dx . 0x 20u 20v
of _ 9g ou og ov’ SO ar 10g 10g
@ B au 6y ov 6y @ T 20u 20v

0°f 10°g 1 0°g 162geazf 10°g 1 0°g 1d°g
0x2  40u? 20udv 40u? 08y 40u® 20vou  40u?’

De méme, on a

Comme f est de classe C? sur R?, le théoréme de Schwarz permet d’affirmer que

0° 0? 0°
avagu = duagv et donc I'équation devient : Ouagv

Ainsi, 'ensemble des solutions est donc I'ensemble des fonctions f définies sur R?
+ J—
par f(x,y)=h (x > y) +k (x 5 y) ol % et k sont des fonctions de classe C? sur R.

(u,v)=0
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Exemples 14
Dans chaque cas, déterminer les lignes de niveau des fonctions suivantes. Esquisser ensuite
leurs graphes

1. f(x,y)=x+2y—4
2. f(x,y):ey‘x2
3. f(x,y)=2y+cos’x.

Correction des exemples 14

1. SoitkeR.Ona f(x,y) =k <==x+2y—4—-k=0, qui est]'équation d'une droite
dans R
Ainsi, pour tout réel k, la ligne de niveau k de f est la droite d’équation
x+2y-4-k=0.

2. Soit k € R. Il estimmédiat que si k < 0 alors la ligne de niveau k est vide. Supposons
donck>0:ona f(x,y) =k <= eV = = y = x?> +Ink, qui est 'équation d'une
parabole.

Ainsi, pour tout réel k > 0, la ligne de niveau k de f estla parabole d’équation
y=x*+Ink.

1 k
3. Soit keR. Onaf(x,y):k@y:—gcoszx+§.

Ainsi, pour tout réel k, la ligne de niveau k de f estla courbe d’équation

L o k
=—=CO0S" X+ —.
y 2 2
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Exemples 15

1. Soitla courbe d’équation x¥ = y*.
Déterminer I'’équation cartésienne de la tangente au point (2,4).

2. Soit € la courbe d’équation x3 + y° = 3xy.
Déterminer I’équation cartésienne de la tangente au point (xo, yp).

Correction des exemples 15

1. On pose, pour (x,y) e R} xR}, f(x,y) = x¥ — y*. La courbe d’équation x¥ = y* est la
ligne de niveau 0 de la fonction f, et le point de coordonnées (2,4) appartient bien a
cette courbe puisque 2% = 42, On calcule le gradient de f au point (x, y) :

-1 X
_[yx =In(n)y _(32(1-1n2)) ,—
vty = (ln(x)xy - xy_l) etdonc v /(2,4 = (8 2In2-1) 7 0.

- (4(1 —In2)

Ainsi, le vecteur n 2In2 —1 ) est un vecteur normal a la tangente a la courbe au

point (2,4).

On en déduit qu'une équation de cette tangente est
4(1-In2)x+2In2-1)y+c=0 ceR.

Or, le point (2,4) appartient a cette tangente donc on a
4(1-1n2)+4(2In2-1)+¢c=0, soitc=—-4In2.

Ainsi, 'équation cherchée est4(1 —-In2) x + (2In2-1) y—4In2 = 0.

2. On pose, pour (x,y) € R2, flx,y) = X3+ y3 —3xy. La courbe d’équation 3+ y3 =3xy
est la ligne de niveau 0 de la fonction f. On suppose que le point de coordonnées
(x0, o) appartient a cette courbe puisque donc que xg + yg' = 3XpYo. On calcule le
gradient de f at; point (x, ) : , ,

_ _ 4
Vi) = (382_3) et donc v f(x,) = 0 <=>{ I <=>{ P
{xz(xz—l):o {szoux:I
—

yi=x y=0ouy=1

A ——tg

Yo

2 _
Ainsi, pour (xo, yo) différent de (0,0) et (1,1), le le vecteur 77 (x(z) p
0o~ 0

) est un vecteur

normal a la tangente a la courbe au point (xo, yo).

On en déduit qu'une équation de cette tangente est
(x3—yo)x+(¥5—x0)y+c=0 ceR.

Or, le point (xo, yo) appartient a cette tangente donc on a
(gg—)go)x0+(y§—xo)yo+c:0 c€R, soit x5 + y5 —2x0)o+¢=0.0r,0ona
Xy + ¥y = 3Xx0Yo donc ¢ = —xg Yo.

Ainsi, I'équation cherchée est (x5 — yo) x+ (¥5 — %o0) ¥ — Xo¥o = 0.
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Exemples 16

1. Déterminer les plans tangents a la surface X d’équation cartésienne x> + y> +2z2 =1
z
et orthogonal a la droite D d’équation x = % =-3
2. Déterminer les points de la surface = d’équation cartésienne x> — y*> +z? =1 en
lesquels le plan tangent est parallele au plan d’équation 2x+ y —z=0.

3. Déterminer les équations des plans tangents a la surface X d’équation cartésienne
2

3 =
= 3z-3°

. )2 . X
xy = z° contenant la droite D d’équations {

4. Soit f la fonction définie sur R? par f(x, y) = x2e"*" *¥") et soit X la surface

d’équation cartésienne z = f(x, y).
Déterminer une équation cartésienne du plan tangent a X au point A (1, 1, e_z).

Correction des exemples 16

X = -2
1. Ladroite D a pour représentation paramétrique{ y = -3zp donc un vecteur
z = 2z
1
directeur de D estle vecteur u = | 3
-2

Analyse :

Supposons qu'un point M(x, y, z) cherché existe. 7 est donc un vecteur orthogonal
au plan tangent a la surface en M. Ce vecteur orthogonal est par ailleurs égal a
vf(x,y 2) avec f(x,y,2) = x2 +y2 +27%-1.

2x
vz =|2y]|.
4z
vfx,yz2) et U sont colinéaires si et seulement si leur produit vectoriel est nul, soit :
—-4y—-12z = 0 X = -z
4z+4x = 0 <=5 y = -3z
6x—2y =0 z = z
En outre, on a x* + y* +2z% = 1 soit 12z% = 1 soit z = 1 =Aouz=-A
2V3
-A A
Ainsi, sile point M existe alors M = | -3A|ou M =| 34
A -A

Synthese :
On vérifie facilement que les gradients de f en ces deux points M sont colinéaires a
U et que par conséquent ces points conviennent.

2. Pour tout (x, y,z) de R%, on pose f(x,y,z) = x*> — y* + z* — 1 : la surface X est alors la
ligne de niveau 0 de f.

Analyse :
2
Si un tel plan tangent existe, alors il admet le vecteur 77 = | 1 | comme vecteur
-1
normal, et donc le gradient de la fonction en (xo, Yo, zo) est colinéaire a ce vecteur.
2)C0
Or, Vf (XO’yO!ZO) =[-2»|-
2Z0
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Ces deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur produit vectoriel est nul,

Z0 — Xo =0 X0 = —2Z0
soit —X0 — 2Z0 = 0 <= Yo = 2Z0
-2yo—% = 0 Zy = 2
En outre, on a x; — y; + z5 = 1 soit z5 = 1, donc zg = 1 ou zg = —1.
-2 2
Si ces plans existent, alors ils sont tangentsaZen M| 2 [et M| -2]|.
1 -1
Synthese :

On vérifie facilement que les gradients de f en ces deux points M sont colinéaires a
71 et que par conséquent ces points conviennent.

3. Pour tout (x, y,z) de R3, on pose f(x,y,z) = xy — z° : la surface Z est alors la ligne de
niveau 0 de f.

Analyse:
Yo
A condition que ce vecteur ne soit pas nul, 7 f (xo, 0,20) =| %o | estun vecteur
-322
0

normal au plan tangent a = en (xo, Yo, Zo)-

Une équation de ce plan est ypx+ xoy — 3z(2)z +c=0 (ceR).

Le point [xo, Yo, zo) appartient a ce plan donc 2xpy — 3z8’ + ¢ =0, soit, comme
X0Yo = zg, c= zg et donc le plan tangent a pour équation ypx + xpy — 3Z§Z + zg =0.

La droite D est incluse dans ce plan tangent si et seulement si, pour tout réel z, on a:
2y0+Bz—3)x9—3z52+2; =0<=Vz€R,(3x9—-325) 2—3x0+ 25 =0 = X9 =29 =0
ouxyg=2z9=1.
En outre, on doit avoir f (xo, Yo, zo) = 0 donc soit yp = 0 (ce qui est impossible
puisqu’alors le gradient de f est nul), soit yp = 1.

1
Donc si le plan existe, il est tangenten M | 1 | et a pour équation x+ y—3z+1=0.

1
Synthese :
On vérifie facilement que ce point convient.

4. Pour tout (x, y,z) de R3, on pose g(x,y,z) = f(x,y) — z:lasurface X est donc la ligne
de niveau de g, et le point A appartient bien a cette surface (évident).

Analyse :
2x0 (1 - x3) e~ (%)
Comme ce vecteur est non nul, v/ f (xo, Yo, zo) = _zxgyoe—(xﬁﬂ(z)) est un
-1
vecteur normal au plan tangent a X en (xo, ¥o, 20)-
0
Au point A, onadonc v f(1,1,e%) = | —2e72
-1

Une équation de ce plan est —2e_2y —-z+c=0 (ceR).
Le point (1,1,e"2) appartient a ce plan donc —3e~2 + ¢ = 0, et donc le plan tangent a
pour équation —2e 2y —z+3e 2 =0.
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Exemple 17
Soit . la surface d’équation x* — x3 + xy — y> —z=0.

1. Déterminer les plans tangents paralleles au plan (O, 7, 7)

2. FEtudier localement la position relative de la surface . et de son plan tangent en
chacun des points ainsi obtenus.

Correction de 'exemple 17
Pour (x, ,z) € R, onpose f(x,y,2) =x* -3 +xy—-y>—z.
Ainsi, la surface .# est la ligne de niveau 0 de f.

1. Les plans tangents paralleles au plan (O, 7, 7)ont une équation du type

z=k (keR) donc, en ces points, le gradient de f est colinéaire au vecteur k.
3 2
4x5—3x5+ Yo
v f (x0,¥0,20) = X0 —2Y0
-1
Ce vecteur est colinéaire a k si et seulement si

4x3-3x5+y = 0
{ Xo 9%y T o — x0=0,x9=1/20uxg=1/4.

Xo — 2y0 = 0
0 1/2 1/4
Ainsi, les points cherchés sont les points My [0 |, My |1/4 | et My | 1/8 |, etles
0 0 1/256

plans tangents ont respectivement pour équation z=0, z =0 et z = 1/256.

2. Etude de la position en M; :
En prenant par exemple x = y =0, on voit facilement que f change de signe sur tout
voisinage de M; donc le plan tangent traverse la surface en ce point.

Etude de la position en M :

On étudie le signe de f(1/2+ h,1/4+k, 1) = h* + h3 + hk — k? — | au voisinage de
(0,0,0) : le méme raisonnement que précédemment montre que f change de signe
sur tout voisinage de M, donc le plan tangent traverse la surface en ce point.

Etude de la position en Ms :

On étudie le signe de f(1/4+ h,1/8+k,1/256 + 1) = h* —3/8h? + hk — k? + [ au
voisinage de (0,0,0) : le méme raisonnement que précédemment montre que f
change de signe sur tout voisinage de M3 donc le plan tangent traverse la surface en
ce point.
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