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TD Chapitre 8 : Séries de Fourier - CORRECTION

Exercice 1

1. Représentation graphique :

TD 8

Eai B

f est 2-périodique et continue par morceaux. On peut donc calculer ses coefficients

. 27
de Fourieretonaw = — = 1.

2
1 2 1 1 2
aoz—f f(l‘)dl‘z—(f tdt—l—f ldt)
2 Jo 2\Jo 1

2

1721 1., 3
212 2 4

2 1 2
Soitn=1:a,= 5/ f(t)cos(nmt)dt :f tcos(nnt)dm-f cos(nmt)dt
0 0 1

, , sin(nmnt)
On pose u(t) =tet v (t) =cos(nrt),onadonc u'(t) =1 et v(f) = ——— et comme
nn

u et v sont de classe C! sur [0;1], on peut utiliser la formule d’'IPP :

1 i 1 1 o 1 n
tsin(nmt sin(nmt cos(nmt -1)" -1
f tcos(nmt)dt = ;)] —f (—)dt:O % :%
0 nn o Jo nn nem 0 nem
2 sin (nt) |2 -n"-1
f cos(nmt)dt = # =0donc an:%
1 nmn 1 n-<mw

2

2 1 2
Soitnzl:bnzéf f(t)sin(nnt)dt:f tsin(mtt)dt+f sin(nrt)dt
0 0 1

, . , cos(nmt)
Onpose u(t) =tetv'(t) =sin(nnt),onadonc u'(f) =let v(f) = —— et

comme u et v sont de classe C! sur [0;1], on peut utiliser la formule d’IPP :

1 1 1 n+l1 : 1
tcos(nmt cos(nmt -1 sin(nmwt
f tsin(nmt)dt = —#] +f ( )dt:( ) ; 2) =
0 nm o Jo nm nim ném 0
(_1)n+1
nm
2 2 n n+1 n
cos(nmt -1+ (-1 —-1+(-1 + (-1 -1
fsin(nm‘)dt: - ( ) = =1 donc b,, = ) (-1 =—
1 nm 1 nm nm nm
1 Séries de Fourier
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2. Représentation graphique :

TD 8

}

F -3p {_f 3 E/ 3y iy

[ est 2n-périodique et continue par morceaux. On peut donc calculer ses
27

coefficients de Fourieretonaw = — =1.

t—S

3

]27'[ 4712
27 o 3

27
1 27 1 27 1
ay=— f(t)dt:—f t*dt = —
0 27 Jo 27
2n

2 1 2n
Soitn=1:a,=— f(t)cos(nt)dt = —f t>cos (nt)dt.
21w Jo T Jo

Deux intégrations par parties successives (par exemple) prouvent que a, = pel

2 2n 1 27
Soitn=1:b,=— f(t)sin(nt)dt:—f t*sin (nt)dt.
21 Jo T Jo

. . . . 4n
Deux intégrations par parties successives (par exemple) prouvent que b, = ——.
n

. Représentation graphique :

T T S S SO SR REN 1 SRR - EE RN & 7

f est4-périodique et continue par morceaux. On peut donc calculer ses coefficients
) 2n @
de Fourieretonaw = T-7

1[4 2 (2t 17£21% 1
aO:—f f(r)dt:—f —dt:—[—] ==
4 Jo 4Jo 2 2|4, 2

2 nm

. . 4 (2 nmn t
Soit n = 1. Comme f est paire,ona a, = — f(t)cos(—t)dt: —cos(—t)dt.
4 Jo 2 0o 2 2
Une intégration par parties prouve que a, = - [(-D"-1].
ném

Soit n = 1. Comme f estimpaire, on a b, = 0.

2 Séries de Fourier
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4. Représentation graphique :

[ est m-périodique et continue par morceaux. On peut donc calculer ses coefficients

. 27
de Fourieretonaw = — =2.
b4

Comme f est impaire, on a a, = 0 pour tout entier naturel n.

Comme f est impaire, pour n=1,0na
/2

4 /2 2

b, = —f f()sin@2nt)dt = —f 2cos(t)sin(2nt)dt.
T Jo T Jo

Y(a, b) € R?, on asin(a + b) = sinacos b + cosasin b et

1
sin(a— b) =sinacosb —cosasin b donc sinacosb = > (sin(a + b) +sin(a— b)).

/2

Onadonc: b, = %[ (sin[2n+ 1D t]+sin[(2n-1)t])dt
0

p __2[cosl@n+ D] cosl@n—1)1] iz
"o 2n+1 2n—1 0
2 COS(I’lJT-I-JT/Z)—l+COS(H7‘[—7‘[/2)—1]
b/ 2n+1 2n—1

2( 1,1 )_ 8n
"Ta\2n+l 2n-1) m(4n2-1)

. . e . T T .
5. Lafonction arcsin est une bijection de [-1;1] sur [_E; E] donc pour exprimer f plus
simplement, on est amenés a découper l'intervalle [0;27[ en

[O”]U T 3n U 37r2
T - = 4T
2 2 2

2
T
— Pourte [0; 5], on a arcsin(sin ¢) = .

— Pourte|—;—

T T . .
,onat—me [—5,5] et donc arcsin ((sin(t —x)) = t — 7.

En outre, sin(f — ) = —sin ¢ et comme la fonction arcsin est impaire, on a donc
arcsin (sin(z — m)) = —arcsin (sin £) = — f ().
Finalement,ona f(¢t) = —t.

— Pour t €

3
— 27
2

b1
,onat—2me [_E’E] et donc arcsin ((sin(t —2mw)) = t —27.

En outre, sin(z —27) = sin ¢ et donc arcsin (sin(z — 27)) = arcsin (sin t) = f ().
Finalement, on a f(t) = t —2m.
On en déduit la représentation graphique de f :

TD 8 3 Séries de Fourier
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[ est 2m-périodique et continue par morceaux. On peut donc calculer ses

27
coefficients de Fourieretona w = oy =1.
7T

Comme f est impaire, on a a, = 0 pour tout entier naturel 7.
Comme f est impaire, pour n=1,0na

4 /2 2 /2
b,=— f(t)sin(nt)dt:—f tsin(nt)dt.

27 J-gni2 TJ-mi2
. (nT nm
4sm(—) Zcos(—)
On montre facilement que b, = 22 — 27
nn n
2cos(pm) _ 2x(=1)"

Ainsi, si n est pair (n=2p), ona by, =
n

4sin(p7r+g) _ 4x (=])"

nn? nn?

Si n estimpair (n=2p+1),ona by =

Exercice 2

1.

TD 8

f est continue et périodique, donc sa série de Fourier S;, converge vers f en tout réel
L.
VteR, onadonc h(—t) = S,(—1) = Sy(t) = f(¢) donc f est paire.

On écarte immédiatement les courbes 1 et 4 qui ne sont pas les représentations
graphiques de fonctions paires.

On écarte la courbe 3 qui est la représentation graphique d’'une fonction périodique
de période 1.

C’est donc la courbe 2 qui est la représentation graphique de la fonction h sur
I'intervalle [-4 ; 4].

Le développement en série de Fourier de i montre que la valeur moyenne de / sur
un intervalle de longueur 2 est g

Soit m I'image de 1 par la fonction k. En utilisant la courbe 2, on voit que la valeur
moyenne de & sur [0, 2] est % donc h(1) = 7.

Il est alors immédiat que f(#) = ¢ pour ¢ appartenant a l'intervalle [0 ; 1].

h est périodique de période 2, continue et de classe C! par morceaux sur R donc on

. . 2m
peut calculer ses coefficients de Fourier avec w = 5 = 7.

h est paire donc Vn e N*,ona b, =0

T

2 1 1
GQZEL f(l')dt:](; ﬂtdtZE
1

4 1
Soit n > 0: comme h est paireon a a, = Ef f(t)cos(nmt)dt = Zf mtcos(nmt)dt
0 0

2[(-D"-1]

On montre facilement que a, = 5
nn

4 Séries de Fourier



TSI3 2019-2020

WDp+1 =

Pour n pair,ona (-1)"=1et a, =0 et pour n impair égala2p+1,ona (-1)"=-1et

T2p+1)%

On retrouve bien les coefficients de Fourier fournis dans I'énoncé.

Exercice 3

TD 8

b. Lafonction f est 2 — 7 périodique, continue et de classe C! par morceaux donc
elle satisfait aux deux théoremes de convergence (Parseval et Dirichlet).

2n . .
c. Onaw= P 1 et comme f est paire, b, = 0 pour tout entier non nul 7.

2 /4 1 71/27.[ 1 /4
En outre, onaaoz—f f(t)dt+—f —dt+—f (m—t)dzt.
21 Jo nJo 2 T Jni2

T 7w 371
Onadoncagy=—+—=—.
4 8 8
Soit ne N* :
4 T 2 /2 T 2 (7
a, = —[ f(t)cos(nr)dt = —f —cos(nt)dr+ —f (m — t) cos(nr)dt.
21 Jo TtJo 2 T Jni2

cos(%) —cos(nm)

Par exemple en intégrant par parties, ona a, =2

nn?
nm
3y +oo cos(?)—cos(nn)
Onadonc S¢(t) = — + 2 cos(nt) |.
r0== ;ﬁ — (n1)
2 /4 1 /2 42 1 /4
d. Comme f est paire, f? = Efo (f(t))zdt: ;fo %dt+ ;[1/2 (m — 1)*dt.
8 24 6

g est une somme de fonctions trigonométriques donc elle est égale a la somme de sa
série de Fourier en tout réel t.
Elle vérifie de toute évidence les hypotheses du théoreme de Parseval doncon a:

2

2_(3n)2+1(22+12)_9n4+160
8= g n m)  64n?

On considere la fonction numérique g définie sur R par :

0 ="+ 2 cos(t) - - cos(28)
= — — COS — — COS .
& 8 T T

g;  27n"+480
2 327t
On trouve un rapport proche de 1, ce qui n’est pas surprenant puisqu’on remarque
que g est en fait la somme partielle d’ordre 2 de la série de Fourier de f'!

=9,998 arrondi a 1073.

5 Séries de Fourier
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Exercice 4

TD 8

. fest2—m périodique, de classe C! par morceaux et continue sur R. Ona w =1 et,

comme f est paire, b, = 0 pour tout entier n strictement positif et :

17 17 /4
ao—;fo f(x)dx—;fo xdx—g.

2 " 2 " 2((-n"-1
Vnel\l*,an:—f f(x)cos(nx)dx:—f xcos(nx)dxz%.
T Jo T Jo Tn
. . L1 -4
On a a, =0 pour n pair et, pour n impair égala2p +1, dzp+1 = ———.
n(2p+1)

. n o 4t®cos[2p+1)x]
Finalement, onaSy(x)==-=) ——————
2p+1)

2 mig

T 2n3
. f xPdx="—.
3

r/4
[ est 2m-périodique et continue par morceaux sur R, on peut donc appliquer le
théoréme de Parseval :

1 2
— dx=a’+- a,
27 0 ,;_"1

2 2 8 +00

T
O d - =
nadonc 3 E (2 1)4

+00 1 7'[2 (7.[2 7.[2 )
3 4

Flnalement Z m ?

1 ot

@p+1* 96
1t 1 1
nt Z 2p+2)* (2p+1)4)

+00
2
p=0
+00
2
1

et
(2p+2)4 (2p+1)4
(critere d’équivalence a une série de Riemann convergente) doncon a:

Les séries de terme général respectifs

sont convergentes

+ool 1+001 +00 1

D it

n=1 nt 16p lp p= 0(2P+1)4

On en déduit (1 ! )f L_y_1
n en déduit que - — — = S EE——
q 16) =zt~ o ep+1)t

too 16 at
Finalement, Z .
= ont 15 96 90

. f est 27— périodique, de classe C! par morceaux et continue sur R donc d’apres le

théoreme de Dirichlet, sa série de Fourier en x converge vers f(x) pour tout réel x :

w43 cos [Cp+1)x]

2 ﬂ’-p=0 (Zp + 1)2

|x| =

6 Séries de Fourier
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T 4 o0 1 +00 1 J'[2
Pourx=0,0nal0=—--— —zsoit Z PoswTci el
2 T p=0 2p+1) p=0 2p+1) 8
+00 1 +00 1 1
2 2T 2|
st pSo\@p+2)7 2p+1)
1
Les séries de terme général respectifs et sont convergentes donc :
@2p+2)?  (2p)?
too 1 too 1 +00 +00 7.[2
—==)>) —+ —— . Finalement, — =—.
n;l n? 4/ n? Pgb 2p+1)? ,;1 n¢ 6

1. fest2—m périodique, de classe C! par morceaux et continue sur R. Ona w = 1 et,

comme f est paire, b, = 0 pour tout entier n strictement positif et :
2

1t 117 T
== dx==| x*dx=—.
agp nfo f(x)dx ﬂfox X 3

2 (" 2 (" 4(-1"
‘v’nel\l*,an:—f f(x)cos(nx)dx:—f x?cos(nx)dx = ( 2) .
T Jo T Jo n

a3 12 (=1)"cos(nx)
Splr)=—+4) —————.
3 =1 n

m 2m°

2. f xtdx =",

. 5
f est 2m-périodique et continue par morceaux sur R, on peut donc appliquer le
théoreme de Parseval :

1 A 4 9 1+oo 9
— | x*dx=ag5+=) a;.

2T J-n n=1
A SRl |
Onadonc —=—+8) —
o 9 n=1 nt
1 1(z*
Finalement, ) — == (_ _ _)
n=1 n 8 5 9
+00 1 71.4
L0

3. f est2m— périodique, de classe C! par morceaux et continue sur R donc d’apres le
théoreme de Dirichlet, sa série de Fourier en x converge vers f(x) pour tout réel x :

2 +00 n
T -1
Vxe[-mn],onax*=—+4)_ ) cos(nx).
3 n=1 2

TD 8 7 Séries de Fourier
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T
_ 2 _ ; § —
Pour x=m,onan“ = +4E 2SOlt =

Exercice 6
Soit f la fonction numérique définie sur R, paire, périodique de période 2 et telle que
f(t) =2t—1sit appartient a 'intervalle [0 ; 1].

1. Représentation graphique :

. 27
2. f est2—périodique, continue par morceaux sur R, et paire. Ona w = 5 = et
vYneN*,onab,=0.

2 1 1
aoz—f f(t)dt=f 2t-1dt=0
2Jo 0

1 1 L
VﬂEN*,Onaan=§f f(t)cos(nnt)dt:Zf (2t—1)cos(nnt)dt:—4(( D 1).
0 0

m2n?
On remarque que pour 7 pair, a, = 0 et pour n impair égal a
8

2p+1,aps1 = ——— .
P RN (2p+1)°

3. f est2—périodique, de classe C! par morceaux et continue sur R : elle satisfait a
toutes les hypothéses du théoréme de Dirichlet :

)= cos|(2p+1)mt) pour tout réel ¢.
f 2(2 +1)2 (@p+Drr)p
1 o . :
4. Ona uy +oo 2 et — est le terme général d'une série de Riemann convergente
T 4p p
donc la série de terme général u, converge.
Pour £ =0, f) = 8 Y ! soit :
our t=0,0ona —
—0 2p+1)?
+ZO:O 1 n?
Zo@p+1)?2 8

TD 8 8 Séries de Fourier
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Exercice 7*
1. f est2n— périodique et continue par morceaux : on peut calculer ses coefficients de

2m
Fourier avecw = — =1.

2m

T 1 b4 e _ g—arn
ap=— tdt:—f e'dr =
0 21n J_n F@ 21 J_n
sh (am)
Donc gy = .
an
VneN* ona
1 b4 1 b4 al(=1)" (e4" — g—an
a,=— f(t)cos(nt)dt:—f e cos(nt)dt = D ).
21 ) 2m J_x 7 (a? + n?)

2a(-1)"sh (an)

D =
oncon a ay (@)

On montre facilement que Vn € N*, on a b, = 0.

En faisant un changement de variable u = — ¢ dans les intégrales qui permettent le
calcul des coefficients de Fourier de f_,, on montre facilement que les coefficients
de Fourier de f_, sont les mémes que ceux de f,.

2. Lesfonctions f, et f_, sont 27— périodiques et continues par morceaux sur R. Donc,
en utilisant le théoreme de Dirichlet et le fait que ces fonctions soient continues sur
[—m;m] :

2ash (am)

Ve [-mnl, foa(t) = falt) = o ’;l(—l)"cosmt).

2sh(an) 4ash(am) = (-1)"
+ Y - cos(nt).

n=1

fa(O)+ f~a(t) =

/A

3. Les fonctions f; et f_, sont 2n— périodiques et de classe C! par morceaux sur R.
Comme ces fonctions sont continues en 0, on a, d’apres le théoreme de Dirichlet :

2sh (am) N 4ash (an) Jio (-D"
a2+ n?

n=1

fa(o) +f—a(0) =

T

+00 (_1)11 TT 1

n; 2+n? 2ash(am) 2a?

lim f,(6) =e%", lim f,(t) =e ", lim f_,(t) =e et lim f_,(t) ="
t—n~ t—nut t—m~ t—n~

donc,d’apres le théoréme de Dirichlet :

2sh 4ash oo (1)
2ch(an) = sh(a7) + ash (az) Z (2 ) 2cos(mt)
a /4 spac+n
Jio 1 b4 1
= a’+n? 2th(an) 2a?

Exercice 8*
1. ¢ est2—m-périodique et continue par morceaux. On peut donc calculer ses

27
coefficients de Fourieretona w = oy =1.
7T

Comme ¢ est paire, on a b,, = 0 pour tout entier naturel 7.

TD 8 9 Séries de Fourier
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1

2 T
a():—f cos(roydt=—
27 Jo T

sin(rt)]” _ sin(rm)

r 0 rn

Comme ¢ est paire, pour n=1,0ona

4 b/ T
Ny = —f f(t)cos(nt)dt = gf cos(rt)cos(nt)dt.
21 Jo T Jo

V(a,b) € R2, on a cos(a + b) = cosacosb —sinasin b et

1
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb donc cosacosb = > (cos(a+ b) +cos(a—b)).

1 T
Onadonc:a, = ;f (cos[(n+r)t]+cos[(n—r)t])dt
0

1

v/

n:

sin[(n + r)t] N sin[(n —r)t] ]” 3 sin[(n + r)m] N sin[(n — r)m]
n+r n—-r 0 - n+r n—r
On montre facilement que Va € R, sin (nm + a) = (—1)" sin (a) donc:

_(—1)”sin(r7r)( -1, 1 )_(—D”sin(m)( —2r )

n=
/4 n-r n+r b4 n2—r2
La série de Fourier de ¢ est :

8

sin (rm) N s ((—1)”sin(rn) ( -2r
n

5 rz)) cos(nt)

rm T

1

S
I

2. ¢ est en outre continue en 0 donc sa série de Fourier en 0 converge vers ¢(0) = 1.

sin (rm) +Ji°((—1)”sin(rn)( -2r ))

Onadoncl=

rm = T n2—r2
b4
Soit, en divisant les deux membres de cette égalité par — )’ I'égalité attendue :
sin(mwr
T 1 +00 (_l)n
oy
sin(zr) r n=1he—r
Exercice 9*

Soit f la fonction définie sur R par f(f) = ———.
f par f 1+cos?t

1. Soit teR: cos(t+m) =—cos(t) etdonc f(t+m) = f(¢): f est bien m-périodique.

2. f est m-périodique et de classe C! par morceaux, on peut calculer ses coefficients de

. 27
Fourier,etonaw = — =2.
/4

Soit n =2 : comme f est paire, on a

4 (72 cos[(2n+2)t]+6cos(2nt)+cos[(2n—2)t]
a1 () +6an(f) + an 1 (f) = = fo s d

Or, cos[2n+2)t]+6cos(2nt)+cos[2n—2)t] =
cos(2nt)cos(2t) —sin(2nt)sin(2t) + 6cos(2nt) + cos(2nt) cos(2t) +sin(2nt)sin(2t)

= 2cos(2nt) (cos(2t) +3) =2cos(2nt) (2cos?  +2) = 4cos(2nt) (1 + cos® t).

/2

16 [sin(2nt
sin@no |77 _

o 16 /2
Ainsi, a,Hl(f)+6an(f)+an_1(f):?f0 cos(Znt)dt:; o

0
3. On calcule d’abord ay :

f est 2n— périodique et paire, donc
2 fﬂ/Z dr 2 fﬂf/Z 1 1
ap=— —_— = X dz
0 0

l1+cos?t =« cos? t 1
1+

cos? t

TD 8 10 Séries de Fourier
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dr 2 [T° du
On pose u =tant,onadoncdu = etag=—
0

cos?t T 2+u?
u o V2 e dv V2
On pose v = — et alors immédiatement ay = — — =
\/z 7 Jo 1+v 2
On écrit I'équation caractéristique associée a la relation de récurrence trouvée

précédemment :

x2+6x+1:0(:>x:—3—2\/§:a1 oux:—3+2\/§:a2

Ainsi, il existe A et B réels tels que Vn € N*, a, = Aa} + Ba.

La fonction f est 2m-périodique, continue et de classe C! sur R, donc, d’apres le
théoreme de Dirichlet,on a:

+00
VieR, f(H=ap+ Y. (Aaj+Baj)cos(2ni)

n=1

+00
Pour =0,0ona f(0)=ap+ Y (Aaj+Ba}).

n=1
Or |a;] > 1 et |az| <1 donc la série de terme général a’f diverge et celle de terme
général a} converge.

Si A # 0 alors la série égale a f(0) diverge : on en déduit que A =0 et

1 2 +00
- = V2 +B) aj
2 2 =1

1-v2 . o
On a donc 5 = B soit B = 6 —4v/2. En déduire que, pour tout

2 +00 n—1
teR, f(0) = % +(4-3v2) ). (—3+2\/§) cos(2nt)
n=1

Exercice 10*
Soit f une fonction 2r—périodique, impaire vérifiant :

T—X
flx) = — pourx €]0; m|.

Représentation graphique :

1. f est2m—périodique, impaire et continue par morceaux sur R.Onaw =1et:

2 /A
VneN,an:Oet‘v’neN*,bn:—f f(x)sin(nx)dx
T Jo

On montre facilement que Vn € N*, b;,, = —.
n

TD 8 11 Séries de Fourier
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TD 8

10 sin(nx
La série de Fourier de f en x est donc S(x) = Z (n) .

n=1
En outre, f est de classe C! par morceaux et on peut appliquer le théoréme de
Dirichlet.
f est continue en tout x € R\{2kn}(k € Z), donc S(x) = f(x).

s 18
Pour tout xg € {2kn}(k€ Z),ona lim f(x)=—-—et lim f(x)=—= etdonc
X=X, 2 x—x; 2

S(x9) =0= f (x9). On adonc:

+00 ai
VxeR, S =Y Sn)

n=1

Soit g 2r—périodique, impaire, continue et définie par :

gestaffinesur [0; 1]etVxe[1l; n], g(x) = S(x).

/4
g est continue sur R donc continue en 1, on a donc g(1) = lir{1+ glx) = —
X—

En outre, g est impaire donc g(0) = 0.

glx) = 7I2 x pour x € [0;1]

Finalement, on a
gx) = f(x)pourxell;n]
Représentation graphique :

g est 2n—périodique, impaire et continue par morceaux sur R. Onaw =1et:
2 T

VneN,a,=0etVneN*, b, = —f g(x)sin(nx)dx
T Jo

2( (Y (n-1 Tm—X
Pour n € N*, onadonc b,, = — (f (—) xsin(nx)dx+f ( )sin(nx)dx)

T \Jo 2 1

. . sin(n)
On montre par suite que Vn e N*, b, = 5
n +00 o3 ( )
La série de Fourier de g en x est donc T'(x) = Z 5 sin(nx).
n=1 n

g est 2r—périodique, impaire, de classe C! par morceaux et continue sur R : on peut
donc appliquer le théoreme de Dirichlet :
VxeR, g(x) = T(x).

- X sinn
En particulier,ona g(1) = T(1). Or, g(1) = f(1) = S(1) = Z — et
n=1

T)=)

too (sinn)2
n=1

2. =)

n=1 n=1

oo (sinn)2 t®ginn

n n

g est continue 27— périodique et continue par morceaux sur R, on peut donc
appliquer le théoréme de Parseval :

1 27 ) 1 +00 2
= | gWwdx==) (ba(f)
T Jo 20
1t®sin?n 1 [1(n-1)\% 1 (7 (m—2x\2
Onadonc = )’ . :—f (—) xzdx+—f ( ) dx
2,5 n 7 Jo 2 1)1 2
12 Séries de Fourier
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1 Y (n-1)\% 7-12% 1 [T m—x)\2 7-1)3
—f (—) xzdx:!et—f ( ) dx:( ) Donc
7 Jo 2 121 T 2 121

+2°:°sin2n _(m-1)?
6

n=1 n4

Exercice 11*

1.

TD 8

1
ao(f') = > (f2m) - f(0)) =0 car f est 27— périodique.
b2
On montre facilement a I'aide d'une intégration par parties que pour n =1, on a

an (f') = nby(f) et by (f') = —nan(f).
Les fonctions f et f’ sont 27— périodiques et continues par morceaux sur R, on peut
donc leur appliquer le théoréme de Parseval :

f ” fAwde=n (+ZOO (an(f))* + (bn(f))z) <n (f (an(fh)* + (bn(f’))z) = f ” JHOR
0 n=1 n=1 0

2n 2n
Soit f telle que f fA(pde = f fl(pdt.
0
On applique le théoreme de Parseval a ces deux fonctions, on a

+00
donc: Y (n? =1)((an(N)’ + (ba(N)?) =o0.
Ona d,Z)rfc, pour n>1,a,(f) = b,(f) =0.
Comme f est 2n— périodique, de classe C! par morceaux et continue sur R, on peut
appliquer le théoreme de Dirichlet :
VIeR, f(t) =a;(f)cost+ by (f)sint.
Réciproquement, on montre facilement que toute fonction f définie sur R par

2n 21
f(t) = acost+ PBsint vérifiel'égalité | f2(nde=| f'(p)?de.
0 0

13 Séries de Fourier



